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Аннотация. На основе конечно-элементной модели опре-

делены расчетные частоты и формы собственных колебаний 

цилиндрической оболочки. Экспериментальные частоты и 

формы собственных колебаний получены методом ударного 

возбуждения. Для оценки соответствия расчетных и экспе-

риментальных собственных форм использован критерий 

модальной достоверности. Однако, такая оценка затруднена 

из-за ограниченного количества датчиков, с помощью кото-

рых измеряются формы и частоты собственных колебаний, и 

наличия начальных несовершенств, которые в расчетной 

модели оболочки не учитываются. На основе исследования 

чувствительности критерия модальной достоверности к раз-

нице соответствующих пар расчетных и экспериментальных 

перемещений узлов показано влияние начальных несовер-

шенств на собственные формы. По результатам этого иссле-

дования выявлены узлы и зоны оболочки, в которых разли-

чие сравниваемых форм максимально. Путем корректиров-

ки расчетной формы колебаний относительно эксперимен-

тальной в окружном направлении получено улучшение зна-

чений критерия модальной достоверности. Расположение 

зоны несовершенств и оценка ее влияния использованы для 

уточнения собственных форм расчетной модели оболочки.    

Ключевые слова: цилиндрическая оболочка, конечно-

элементная модель, модальный анализ, критерий модальной 

достоверности. 

ВВЕДЕНИЕ 

В анализе динамики тонкостенных конструкций ле-

тального аппарата актуальной проблемой является иден-

тификация их частот и форм собственных колебаний на 

основе частотных испытаний и конечно-элементного ана-

лиза. Оценка соответствия расчетных и эксперименталь-

ных частот и форм собственных колебаний затруднена из-

за начальных несовершенств реальной оболочки и огра-

ниченного числа датчиков, с помощью которых в испыта-

ниях измеряются формы колебаний. Наличие начальных 

геометрических несовершенств и отклонений жесткости 

конструкции от идеальных приводит к тому, что теорети-

ческая форма оболочки при колебаниях отличается от ре-

альной и тем больше, чем больше эти несовершенства. 

Этой проблеме в настоящее время уделяется внимание 

многих исследователей. 

Так в работе [1] Межиным В.С. и Обуховым В.В., на 

основе оценки соответствия расчетных и эксперименталь-

ных форм собственных колебаний по критерию модальной 

достоверности (Modal Assurance Criterion или MAC-

критерию), рассматривается уточнение конечно-элемент-

ных моделей изделий ракетно-космической техники. 

Allemang R.J. в работе [2], приводит историю форми-

рования и развития МАС-критерия, разработанного в 70-

ых годах прошлого века. Появление МАС-критерия было 

вызвано необходимостью усовершенствования метода 

сравнения форм собственных колебаний по критерию 

псевдо ортогональности (Pseudo Orthogonality Check). 

В работе [3] Fotsch D. и Ewins D., предлагают новый 

способ отображения результатов сравнения расчетных и 

экспериментальных частот и форм собственных колеба-

ний. Этот метод заключается в одновременном изображе-

нии элементов матриц МАС-критерия и значении относи-

тельной разницы собственных частот. 

Краткое описание и классификация методов сравни-

тельной оценки соответствия расчетных и эксперимен-

тальных частот и форм собственных колебаний содержит-

ся в работе Avitabile P. [4]. Автор выделяет МАС-

критерий и критерий псевдоортогональности в группу 

векторных методов сравнения форм собственных колеба-

ний в виду использования в этих методах матриц переме-

щений. В отдельную группу выделены координатные ме-

тоды, при которых рассматриваются перемещения от-

дельно взятого расчетного узла. Приводится метод, 

названный “вкладом в МАС-критерий” (MAC 

Contribution), при котором рассматривается влияние пере-

мещения каждого узла на коэффициенты МАС-критерия. 

В работе Пугача И.Ю. [5] обсуждаются проблемы по-

вышения точности моделирования динамических характе-

ристик конструкций космических аппаратов. Приводятся 

существующие методы сравнения расчетных и экспери-

ментальных частот и форм собственных колебаний, в том 

числе: непосредственное сравнение значений частот между 

собой, визуальное сравнение форм колебаний, оценка срав-

нения их по МАС-критерию и критерию псевдо ортого-

нальности. 

Потапов А.Н. в работе [6] показывает, как вследствие 

изменения жесткостных свойств системы может происхо-

дить изменение формы собственных колебаний. При этом 

используется свойство ортогональности форм колебаний к 

матрице масс с учетом теорем состояния в упругопласти-

ческих системах. 

Таким образом, основой методов сравнения расчетных 

и экспериментальных форм собственных колебаний явля-

ется МАС-критерий. 

* Статья публикуется по рекомендации программного комитета Международной научно-технической конференции "Пром-Инжиниринг" (ICIE-

2017), http://icie-rus.org. Статья выполнена при поддержке Правительства РФ (Постановление №211 от 16.03.2013 г.), соглашение № 02.A03.21.0011. 

mailto:permyakov.d.a.92@mail.ru
http://icie-rus.org/


Russian Internet Journal of Industrial Engineering. 2018. Vol. 6, no. 2 

 

 

Машиностроение: сетевой электронный научный журнал. 2018. Том 6, №2 4  
 

КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНАЯ МОДЕЛЬ ОБОЛОЧКИ 

В представленной работе МАС-критерий используется 

в расчетно-экспериментальном исследовании частот и 

форм собственных колебаний цилиндрической оболочки 

из алюминиевого сплава (Е = 70000 МПа , p = 2474 кг/м3). 

Фотография оболочки и ее конструктивные размеры пока-

заны на рис. 1. 

 
Рис. 1. Цилиндрическая оболочка: 

а – внешний вид; б – конструктивные размеры 

Проведению модальных испытаний предшествует раз-

работка конечно-элементной модели (КЭМ) для расчетной 

оценки частот и форм собственных колебаний. 

Затраты машинного времени и точность расчета частот 

и форм собственных колебаний КЭМ зависят от количе-

ства расчетных узлов в модели. При формировании КЭМ, 

актуальным вопросом является достижение достаточной 

точности отражения динамических характеристик реаль-

ной конструкции, при приемлемом времени расчета. Рас-

сматривается модель, составленная из двадцатиузловых 

объемных элементов (объемная модель) и модель, состав-

ленная из четырехузловых оболочечных элементов (обо-

лочечная модель). 

Для моделирования неравномерного напряженно-

деформированного состояния при изгибе оболочки в тол-

щине ее расчетной модели сформировано два элемента. 

Поэтому при толщине стенки 3 мм, минимальный размер 

каждого из этих элементов равен 1,5 мм. В соответствии с 

известными ограничениями отношение длин сторон ко-

нечного элемента не должно различаться более чем в 5 

раз.  Таким образом, максимальный его размер не должен 

быть более чем 7,5 мм (1,5 × 5). В поперечном сечении 

оболочки радиусом 76 мм размещается 100 таких элемен-

тов (2 × r × π / 5). Это позволяет достаточно качественно 

моделировать, по крайней мере 10 волн изгиба окружно-

сти поперечного сечения оболочки. По длине же оболочки 

разместится 148 таких элементов. 

С учетом этих оценок объемная модель будет содержать 

186800 расчетных узлов, при этом время расчета 30 первых 

собственных частот и форм составляет 3 минуты. Оболо-

чечная модель содержит 17764 узла, а на аналогичный рас-

чет затрачивается в 3 раза меньше машинного времени. 

Оценку погрешности КЭ моделей проведем с помо-

щью формул расчета частот собственных колебаний ци-

линдрических оболочек. Аналитическому определению 

собственных колебаний оболочек посвящены труды мно-

гих авторов [7, 8, 9, 10] и д.р. Значение собственной ча-

стоты цилиндрической оболочки, свободно опертой на 

торцах, определяется по формуле, известной из работ Бре-

славского В.Е. [11, 12] и Ониашвили О.Д. [13]: 
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длинна оболочки; h – толщина оболочки; n – волновое 

число в продольном направлении; q – волновое число в 

окружном направлении. 

В табл. 1, для цилиндрической оболочки с параметра-

ми: ρ = 2470 кг/м³; Е = 7×1010 Па; μ = 0,3; r = 0,076 мм; l = 

0,596 мм; h = 3 мм, представлены значения частот соб-

ственных колебаний, вычисленные по формуле (1) и с 

помощью КЭ моделей. 

Относительная погрешность частот собственных коле-

баний КЭ моделей в сравнении с формулой определена как: 
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где 1f  – частота собственных колебаний КЭМ; 
2f  – часто-

та собственных колебаний, определенная по формуле (1). 

Таблица 1 

Значения частот собственных колебаний КЭМ 

и цилиндрической оболочки, Гц 

n q по формуле (1) 
Объемная 

модель 
  

Оболочечная 

модель 
  

1 

2 631 669 6 668 6 

3 1173 1102 6 1110 5 

4 2090 2033 3 2070 1 

2 

2 1523 1596 5 1585 4 

3 1414 1394 1 1401 1 

4 2193 2145 2 2181 1 

3 

2 2853 2789 2 2756 3 

3 1992 1990 0 1994 0 

4 2434 2397 2 2432 0 

4 

2 4246 4040 5 3977 6 

3 2817 2783 1 2778 1 

4 2845 2811 1 2842 0 

5 

2 5506 5230 5 5137 7 

3 3745 3663 2 3645 3 

4 3406 3362 1 3389 0 

10 

r76 

6 

1 

3 

5 

9 

2 0
 

1 0
 

5
9 6
 

8
8
 

1
8
 

а б 

y 

x

x 0

0 



Russian Internet Journal of Industrial Engineering. 2018. Vol. 6, no. 2 

 

 

Машиностроение: сетевой электронный научный журнал. 2018. Том 6, №2 5  
 

По табл. 1 видно, что относительная разница частот 
собственных колебаний оболочечной и объемной моделей 
по сравнению с формулой не превышает 7%. КЭ модели 
вполне удовлетворительно отражают поведение цилин-
дрической оболочки. Отметим, что форма колебаний с 3-
мя волнами по окружности (q=3) соответствует собствен-
ным частотам 1414, 1992 и 2817 Гц меньшим, чем частоты 
1523, 2853 и 4246 Гц с более простой формой с 2-мя вол-
нами по окружности (q=2). Таким образом, минимальной 
собственной частоте оболочки не всегда соответствует 
простейшая форма. Это обстоятельство отмечается и в 
работах [14, 15]. 

Для определения расчетных частот и форм собствен-
ных колебаний цилиндрической оболочки с размерами, 
показанными на рис. 1, далее использована объемная мо-
дель. В интересующем диапазоне частот, определены 8 
первых расчетных частот и соответствующих им форм 
собственных колебаний: 458; 761; 1044; 1080; 1248; 1310; 
1517; 1619 Гц. Здесь не приводятся “парные” частоты, на 
которых формы совпадают, но сдвинуты одна относи-
тельно другой в окружном направлении и частоты соб-
ственных колебаний оболочки как жесткого целого. 

СРАВНЕНИЕ РАСЧЕТНЫХ И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ФОРМ 

СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 
Экспериментальные частоты и формы собственных 

колебаний получены методом ударного возбуждения обо-
лочки [16, 17, 18]. Виброускорения измерялись тремя од-
нокомпонентными датчиками марки PCB PIEZOTRONICS 
типа T333B32, весом 4 грамма каждый. Ударное возбуж-
дение проводилось модальным молотком типа MODALLY 
TYNED с пластмассовым наконечником типа SN26248 
PCB. Для сбора данных использовался цифровой измери-
тельный усилитель LMS Scadas CSMO 5. Запись и обра-
ботка сигналов с датчиков ускорений и датчика силы мо-
дального молотка выполнялась с помощью программного 
комплекса LMS TestLab. Определены 11 эксперименталь-
ных частот и соответствующие им формы собственных 
колебаний цилиндрической оболочки: 423; 702; 715; 971; 
986; 987; 1152; 1156; 1265; 1437; 1509 Гц. 

Непосредственное сравнение расчетных и эксперимен-
тальных частот собственных колебаний не дает полного  
представления о том, какая расчетная частота в большей 
степени соответствует экспериментальной. В табл. 2 при-
ведена относительная разница экспериментальных и рас-
четных частот собственных колебаний оболочки.  

Таблица 2 
Относительная разница экспериментальных и расчетных 

частот собственных колебаний, % 

В пустых ячейках таблицы относительная разница 

превышает 25%. По таблице видно, что относительная 

разница низшей экспериментальной и низшей расчетной 

частот собственных колебаний составляет 8%. Это значе-

ние будем считать в качестве ориентира и при сравнении 

других частот. Относительная разница менее 8% отмечена 

при сравнении следующих 15-ти пар расчетных и экспе-

риментальных частот: 458 и 423; 761 и 702; 761 и 715; 

1044 и 971; 1044 и 986; 1044 и 987; 1080 и 1152; 1080 и 

1156; 1248 и 1152; 1248 и 1156; 1248 и 1265; 1310 и 1265; 

1517 и 1437; 1517 и 1509; 1619 и 1509 Гц. 

Соответствие расчетных и экспериментальных форм 

собственных колебаний при этих частотах определялось 

по МАС-критерию с помощью программы LMS 

VirtualLab. Критерий модальной достоверности совпаде-

ния экспериментальных (э) и расчетных (р) форм опреде-

ляется как [19]: 

 ,
}){}})({{}({

2
}){}({

jр
T

iрjэ
T

iэ

jр
T

iэ
ijМАС




  

где }{},{ iрiэ   – анализируемая пара векторов матриц 

форм }{ э  и }{ р ; i, j – номера частоты. 

Матрицы }{ iэ  и }{ iр  имеют размерность N×M, где 

N – количество векторов матрицы форм, а M – количество 

собственных частот. Значения МАС-критерия изменяются 

от 0 для линейно независимых до 1 для линейно зависи-

мых векторов. 

При экспериментальном определении форм собствен-

ных колебаний используется ограниченное количество 

датчиков и точек измерения. Количество узлов расчетной 

модели больше, чем число точек измерения. Поэтому раз-

мерность расчетного вектора формы приводится в соот-

ветствие с размерностью экспериментального вектора 

методом динамической редукции Крейга-Бемптона. 

Для сравнения расчетных и экспериментальных форм 

необходимо совместить их системы координат. Начало 

отсчета окружной координаты расчетных и эксперимен-

тальных форм принято в плоскости максимальной ампли-

туды колебаний для низшей резонансной частоты. В экс-

перименте плоскость максимальной амплитуды определя-

ется как плоскость, в которой производится ударное воз-

буждение. Расчетная плоскость максимальной амплитуды 

определяется добавлением в КЭМ малой массы посере-

дине одной из образующих. 

На рис. 2 показаны точки, в которых выполнялись из-

мерения виброускорений. Точки расположены на четырех 

образующих 1…5, 6…10, 11...15 и 16…20. Таким образом, 

сравниваются расчетные и экспериментальные перемеще-

ния двадцати узлов. По МАС-критерию производится 

сравнение всех расчетных собственных форм с каждой из 

экспериментальных. 

Значения МАС-критерия, рассчитанные по формуле 

(3), приведены в виде таблицы на рис. 3. Здесь интенсив-

ностью оттенков серого цвета выделены ячейки, соответ-

ствующие значению МАС-критерия в диапазоне от 0 до 1. 

На рис. 3 видно, что при сравнении форм собственных 

колебаний на частотах 423 и 458 Гц, МАС-критерий при-
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нимает значение близкое к 1. Это свидетельствует о хо-

рошем соответствии экспериментальной и расчетной 

форм при этих частотах. Принято, что значения МАС-

критерия, превышающие 0,75, свидетельствуют о близком 

совпадении экспериментальных и расчетных форм соб-

ственных колебаний. Такое значение МАС-критерия пока-

зывает удовлетворительное соответствие расчетных и 

экспериментальных форм при следующих частотах: 423 и 

458; 702 и 761; 971 и 1044; 1437 и 1517 Гц. Таким обра-

зом, по МАС-критерию идентифицированы только четыре 

сравниваемые расчетные и экспериментальные частоты и 

формы собственных колебаний из 11, найденных в иссле-

дуемом диапазоне частот, представленном в табл. 2. 

 

 
Рис. 2. Расположение узлов, 

в которых измерялись виброускорения 

 

 
Рис. 3. Значения МАС-критерия при сравнении 

векторов форм собственных колебаний 

Для остальных 7-ми расчетных и экспериментальных 

форм собственных колебаний значение МАС-критерия 

слишком низкое. Это свидетельствует о несовпадении 

сравниваемых расчетных и экспериментальных форм соб-

ственных колебаний. Различие расчетных и эксперимен-

тальных форм собственных колебаний на близких часто-

тах может быть связано с динамической несимметрией 

оболочки, вызванной несовершенствами из-за наличия 

сварных швов и отклонений геометрической формы, ко-

торые в расчетной модели не учитываются. 

Влияния этих несовершенств можно выявить на основе 

исследования чувствительности МАС-критерия. Опреде-

ление этой чувствительности включает поочередное уда-

ление сравниваемых пар расчетных и экспериментальных 

перемещений каждого из 20 узлов при оценке МАС-

критерия. Если удаление какого-либо узла приводит к 

увеличению МАС-критерия по сравнению с его первона-

чальным значением, до удаления, то можно говорить о 

негативном вкладе указанного узла в величину МАС-

критерия. Негативный вклад обуславливается большой 

разницей относительных значений расчетных и экспери-

ментальных перемещений. С помощью этого алгоритма 

определяются узлы, максимально снижающие МАС-

критерий. Подобный алгоритм известен как “Вклад в 

МАС-критерий” (МАСсо или  MAC Contribution). 

В качестве примера, показано влияние удаления пере-

мещений узлов на значение МАС-критерия при частотах 

1080 и 986 Гц. Установлено, что при сравнении частот 

1080 и 986 Гц наибольший негативный вклад вносит узел 

под номером 8 т.к. удаление из рассмотрения этого узла 

приводит к изменению МАС-критерия с 0,73 на 0,78. Для 

установления причины негативного вклада этого узла на 

значение МАС-критерия на рис. 4 изображены формы 

образующих, соответствующие экспериментальной (986 

Гц) и расчетной (1080 Гц) частотам собственных колеба-

ний. 

На рис. 4 видно, что наибольшая разница эксперимен-

тальных и расчетных относительных перемещений дости-

гается в узле под номером 8.  

 

 
Рис. 4. Экспериментальная (986 Гц) и расчетная (1080 Гц)  

формы образующих 
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Узел 8 расположен посередине образующей оболочки 

напротив сварного шва. Несовпадение расчетных и экспе-

риментальных форм собственных колебаний вызвано нали-

чием начальных несовершенств. Эти несовершенства в ви-

де локальных отклонений толщины и формы оболочки, а 

также ее жесткости в зоне сварного шва вызывают искаже-

ние формы собственных колебаний реальной оболочки по 

сравнению с формой колебаний идеальной модели. 

Для того, чтобы установить степень этого отличия на 

рис. 5 приведены расчетные формы образующих под уг-

лами 0; 3,6; 7,2; 10,8; 14,4 градусов в окружном направле-

нии, показанными на рисунке 2. Здесь же на рис. 5 точка-

ми обозначены перемещения образующей, измеренные в 

испытаниях реальной оболочки. Узел 8 вносит макси-

мальный негативный вклад в МАС-критерий.  

 
Рис. 5. Расчетные формы образующей  

с различными угловыми координатами  

 

На рис. 5 видно, что экспериментальным перемещени-

ям ближе всего соответствует расчетная форма образую-

щей с углом 10,8°. 

На рис. 6 приведены значения МАС-критерия, вычис-

ленные при сравнении экспериментальной формы соб-

ственных колебаний и расчетной формы, смещенной от-

носительно нее на угол 10,8° в окружном направлении. 

 
Рис. 6. Значение МАС-критерия при сравнении 

экспериментальной формы и расчетной  

формы повернутой на угол 10,8° 

Видно, что при таком смещении расчетной формы ко-

лебаний относительно реальной значение МАС-критерия 

улучшается. При сравнении форм на частотах 986 и 1080 

Гц это улучшение проявляется в повышении МАС-

критерия с 0,73 до 0,87. Аналогичное повышение с 0,46 до 

0,76 отмечается и на частотах 1152 и 1248 Гц. 

Таким образом, в дополнение к уже отмеченным 4-м 

частотам, при условии поворота расчетной формы на 

10,8°, можно говорить об удовлетворительном соответ-

ствии следующих частот и форм: 986-1080 Гц и 987-1080 

Гц (“парные”); 1152-1248 Гц и 1156-1248 Гц (“парные”); 

1509-1619 Гц. Используемый прием коррекции расчетных 

форм с экспериментальными на основе исследования чув-

ствительности МАС-критерия позволяет не только допол-

нительно идентифицировать несколько пар сравниваемых 

частот и форм собственных колебаний, но и выявить зоны 

локального изменения жесткости и их влияние на соб-

ственные колебания оболочки. 

ВЫВОДЫ 

С помощью МАС-критерия определено соответствие 

4-х расчетных и экспериментальных частот и форм соб-

ственных колебаний из 11, полученных при модальных 

испытаниях. Несовпадение расчетных и эксперименталь-

ных форм собственных колебаний вызвано наличием 

начальных несовершенств. Показано, что в зоне этих не-

совершенств проявляется наибольшее отклонение формы 

оболочки и ее жесткости от идеальных, вызванное нали-

чием сварного шва. Путем корректировки расчетной фор-

мы колебаний относительно экспериментальной в окруж-

ном направлении получено улучшение значений МАС-

критерия. При этом идентифицировано еще 5 собствен-

ных форм и частот оболочки. На основе исследования 

чувствительности МАС-критерия к влиянию перемеще-

ний отдельных узлов, представляющих форму собствен-

ных колебаний определена зона локального изменения 

жесткости и ее влияние на собственные колебания обо-

лочки. Расположение зоны несовершенств и оценка ее 

влияния использована для уточнения собственных форм 

расчетной модели оболочки. 
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Abstract. In Calculated eigenfrequencies and modes were 

found by using modal analysis finite element model of a cylindri-

cal shell. Exper-imental eigenfrequencies and modes produced by 

impulse excita-tion. To evaluate the correlation between the cal-

culated and experimental modes of free vibration used Modal 

Assurance Criterion based on a comparison of the displacement 

vector of nods. However, such an evaluation is difficult because of 

the limited number of sensors and the initial imperfections that in 

the calculation model are not counted. In this work shows the 

influence of initial imperfections on their modes. According to the 

results of this study revealed nodes and shell zones where the 

differences between the compared modes are maximum. The 

value of the Modal Assurance Criterion improved by adjusting 

the calculated mode relatively experimental in the circumferen-

tial direction. Location imperfections zone and assessment of its 

impact are used to refine the calculation modes of the cylindrical 

shell.    

Keywords: cylindrical shell, finite element model, modal 

analysis, Modal assurance criterion. 

REFERENCES 

1. Mezhin V.S., Obukhov V.V. The practice of using mod-

al tests to verify finite element models of rocket and space 

hardware [Praktika primeneniya modal'nykh ispytaniy dlya 

tseley verifikatsii konechno-elementnykh modeley kon-

struktsii izdeliy raketno-kosmicheskoy tekhniki], Kosmich-

eskaya tekhnika i tekhnologii [Space Engineering And Tech-

nology], 2014, no.1, pp. 86-91. (in Russ) 

2. Allemang R.J., Randall J. The Modal Assurance Criteri-

on (MAC): 20 Years of Use and Abuse, Sound and vibration, 

2003, vol. 37, no. 8, pp. 14-23. 

3. Fotsch D. Ewins D.J. Application of MAC in the Fre-

quency Domain, Rolls Royce PLC-Report-PNR, 2000. 

4. Avitabile P. Test-Analysis Correlation-Updating Con-

siderations, University of Massachusetts Lowell – URL: 

http://faculty. uml. edu/pavitabile/22.515/Co rrela-

tion_Topics_122901_1. pdf. 

5. Pugach I.Yu. Razrabotka metodicheskogo obespecheni-

ya povysheniya tochnosti modelirovaniya dinamicheskikh kha-

rakteristik elementov konstruktsiy KA DZZ na stadii proek-

tirovaniya i nazemnoy otrabotki: avtoref. dis. na soisk. uchen. 

step. kand. tekh. Nauk [Development of methodological sup-

port for improving the accuracy of modeling the dynamic 

characteristics of elements of a remote sensing satellite at the 

design stage and ground testing: author. dis. on the competi-

mailto:permyakov.d.a.92@mail.ru


Russian Internet Journal of Industrial Engineering.2018. Vol. 6, no. 2 

 

 

Машиностроение: сетевой электронный научный журнал. 2018. Том 6, №2 9  
 

tion scholarly step. Cand. those. Sciences], Moscow, OJSC 

Corporation “VNIIEM”, 2015, 22 p. (in Russ.) 

6. Potapov A.N. Sootnosheniya ortogonal'nosti sobstven-

nykh form kolebaniy v uprugo plasticheskikh dissipativnykh 

sistemakh [Orthogonality relations for eigenmodes of oscilla-

tions in elastic-plastic dissipative systems], Chelyabinsk, Pub-

lishing house of SUSU, 2003, 13 p. (in Russ.) 

7. Ambartsumyan S.A. Obshchaya teoriya anizotropnykh 

obolochek [General theory of anisotropic shells], Moscow, 

Science, 1974, 448 p. (in Russ.) 

8. Vlasov V.Z. Obshchaya teoriya anizotropnykh ob-

olochek [The general theory of shells and its application in 

engineering], Moscow, Gostekhizda, 1949, 784 p. (in Russ.) 

9. Gontkevich V.S. Sobstvennye kolebaniya plastinok i ob-

olochek [Own oscillations of plates and shells], Kiev, Nauko-

va Dumka, 1964, 287 p. (in Russ.) 

10. Panovko Ya.G. Vvedenie v teoriyu mekhanicheskikh 

kolebaniy [Introduction to the theory of mechanical vibra-

tions], Moscow, Science, 1991, 256 p. (in Russ.) 

11. Breslavsky V.E. Own oscillations of a circular cylin-

drical shell under the action of hydrostatic pressure 

[Sobstvennye kolebaniya krugovoy tsilindricheskoy oboloch-

ki, nakhodyashcheysya pod deystviem gidrostaticheskogo 

davleniya], Izv. AN SSSR, OTN [Izv. USSR Academy of Sci-

ences, REF], 1956, no.12. (in Russ.) 

12. Skubachevsky G.S. Aviatsionnye gazoturbinnye 

dvigateli: konstruktsiya i raschet detaley [Aviation gas turbine 

engines: design and calculation of parts], Moscow, Mashi-

nostroenie, 1984, 208 p. (in Russ.) 

13. Onashvili O.D. Nekotorye dinamicheskie zadachi teorii 

obolochek [Some dynamic problems of shell theory], Publish-

ing House of the Academy of Sciences of the USSR, 1957, 

195 p. (in Russ.) 

14. Breslavsky V.E. Oscillations of cylindrical shells [O 
kolebaniyakh tsilindricheskikh obolochek], Inzhenernyy 
sbornik [Engineering collection], 1953, Part 6, pp. 109-118. 
(in Russ.) 

15. Arnold R.N., Warburton B.B. Flexural vibrations of the 
walls of thin cylindrical shells having free supported ends, 
Proc. of the Roy.Soc. of London, (A), 1949, pp. 238-256. DOI: 
10.1098/rspa.1949.0061 

16. GOST ISO 7626-5-99 Vibratsiya i udar. Eksperi-
mental'noe opredelenie mekhanicheskoy podvizhnosti. Chast' 
5. Izmereniya, ispol'zuyushchie udarnoe vozbuzhdenie 
vozbuditelem, ne prikreplyaemym k konstruktsii [Vibration and 
shock. Experimental determination of mechanical mobility. 
Part 5. Measurements using shock excitation by a pathogen 
not attached to a structure], Minsk, Interstate Council for 
Standardization, Metrology and Certification, 2000, 20 p. (in 
Russ.) 

17. Ponomarev I.S., Makhnovich S.V., Pantileev A.S. Fea-
tures of experimental determination of frequencies and forms 
of natural oscillations of a cylindrical shell [Osobennosti ek-
sperimental'nogo opredeleniya chastot i form sobstvennykh 
kolebaniy tsilindricheskoy obolochki], Nauchnyy vestnik 
NGTU [Scientific Herald of the NSTU], 2016, no.3 (64), pp. 
44-58. (in Russ.) 

18. Helen V., Lammens S., Sas P. Osobennosti eksperi-
mental'nogo opredeleniya chastot i form sobstvennykh kole-
baniy tsilindricheskoy obolochki [Modal analysis: theory and 
testing], Moscow, Novatest, 2010, 319 p. (in Russ.) 

19. Miroslav P. Michal B. Modal assurance criterion, Pro-

cedia Engineering, 2012, vol. 48, pp. 543-548. DOI: 

10.1016/j.proeng.2012.09.551 

 

 

__________________ 

Библиографическое описание статьи 

Пермяков Д.А. Расчетно-экспериментальное исследо-

вание собственных колебаний цилиндрической оболочки / 

Д.А. Пермяков, А.С. Пантилеев, С.В. Махнович // Маши-

ностроение: сетевой электронный научный журнал. – 

2018. – Т.6, №2. – С. 3-9. DOI: 10.24892/RIJIE/20180201 

Reference to article 

Permyakov D.A., Pantileev A.S., Makhnovich S.V. Calcu-

lated and experimental study of free vibration of a cylindrical 

shell, Russian Internet Journal of Industrial Engineering, 

2018, vol.6, no.2, pp. 3-9. DOI: 10.24892/RIJIE/20180201 

__________________ 

 



Russian Internet Journal of Industrial Engineering.2018. Vol. 6, no. 2 

 

 

Машиностроение: сетевой электронный научный журнал. 2018. Том 6, №2 10  
 

DOI: 10.24892/RIJIE/20180202 

Теоретические основы оптимального двухсту-

пенчатого регулирования жесткости подвески 

транспортного средства в цикле колебаний*
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Аннотация. Статья посвящена вопросам регулирования 

жесткости подвески транспортного средства в цикле колеба-

ний. В статье рассмотрены способы изменения жесткости под-

вески, и выявлены две принципиальные схемы двухступен-

чатого изменения жесткости: с постоянной и переменной 

жесткостью ступеней. Разработаны математические модели 

подвесок с двухступенчатой жесткостью в одномассовой ко-

лебательной системе для каждой из двух принципиальных 

схем регулирования. С помощью принципа максимума 

Л. С. Понтрягина определены алгоритмы оптимального регу-

лирования жесткости подвески. В частности, выявлено, что 

при выведении колебательной системы из состояния равно-

весия с последующим отсутствием внешнего силового и кине-

матического воздействия любое, даже хаотическое переклю-

чение жесткости приводит к снижению амплитуд перемеще-

ний подрессоренной массы и затуханию колебаний. При ки-

нематическом возмущении колебательной системы опти-

мальным алгоритмом регулирования является алгоритм, при 

котором включение ступени подвески с большей жесткостью 

происходит при смене направления деформации подвески, а 

переключение на меньшую жесткость происходит при смене 

направления движения подрессоренной массы. 

Ключевые слова: подвеска транспортного средства, виб-

розащитные свойства, алгоритм, постоянная и переменная 

жесткость, двухступенчатое регулирование жесткости, 

дополнительный упругий элемент, дополнительный объем. 

ВВЕДЕНИЕ 

В последнее время специалисты в области подрессори-

вания транспортных средств проявляют интерес к возмож-

ности повышения плавности движения транспортных 

средств путем изменения жесткости подвески в цикле ко-

лебаний. Наиболее очевидным способом изменения жест-

кости подвески является использование дополнительного 

объема в пневматической рессоре с возможностью его от-

ключения и включения. Такой способ изменения жестко-

сти подвески в цикле колебаний рассмотрен во множестве 

работ, в которых предложены и рассмотрены различные 

алгоритмы использования дополнительного объема [1–23]. 

В работе [5] показано, что высокой эффективности га-

шения колебаний в пневматической подвеске, соизмери-

мой с эффективностью гидравлических амортизаторов, 

можно достичь за счет свободного перетекания воздуха 

между рабочей и дополнительной полостями пневматиче-

ской рессоры в определенные моменты цикла колебаний. 

В работе [1] предложена конструкция пневматической 

рессоры пассивного типа с коммутирующим клапанным 

устройством, выравнивающим давление в рабочей и допол-

нительной полостях в начале каждого хода сжатия. 

В работе [17] предложена пневморессора с саморегули-

руемым по амплитуде и направлению воздушным демп-фе-

ром, в результате чего сила демпфирования практически 

всегда направлена против движения подрессоренной 

массы, что обеспечивает эффективное гашение ее колеба-

ний и уменьшение потерь энергии и нагрева подвески. 

Алгоритм управления подвеской с S-образной кусочно-

линейной упругой характеристикой пневматической рес-

соры, имеющей две ступени жесткости, был предложен 

Takagi A., Yoshimura T. в Токусимском университете (Япо-

ния) [3]. 

Большое число предложенных алгоритмов связано с от-

сутствием основ теории оптимального регулирования 

жесткости подвески транспортного средства в цикле коле-

баний, которые рассматриваются в данной статье. 

СПОСОБЫ И СХЕМЫ ДВУХСТУПЕНЧАТОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

ЖЕСТКОСТИ УПРУГОГО ЭЛЕМЕНТА В ПОДВЕСКЕ 

ТРАНСПОРТНОГО СРЕДСТВА 

Исследуя возможность повышения плавности движе-

ния транспортных средств посредством регулирования 

жесткости упругого элемента, необходимо учитывать спо-

соб изменения жесткости, а также изменение статической 

деформации подвески в результате изменения жесткости. 

Изменение жесткости подвески можно осуществить тремя 

способами: 

1) блокированием части используемого упругого эле-

мента (например, отсечением части полости рабочей ка-

меры в пневматической подвеске, блокированием части 

витков винтовой пружины, блокирование части торсиона);  

2) применением отключаемого последовательно уста-

навливаемого упругого элемента (например, использова-

нием последовательно подключаемого дополнительного 

объема в пневматической подвеске); 

3) применением отключаемого параллельно устанавли-

ваемого упругого элемента (например, использованием до-

полнительного торсиона в торсионной подвеске). 

Существуют две принципиальные схемы двухступенча-

того изменения жесткости: с постоянной жесткостью ступе-

ней (рис. 1, а) и переменной жесткостью ступеней (рис. 1, б). 

* Статья публикуется по рекомендации программного комитета Международной научно-технической конференции "Пром-Инжиниринг" (ICIE-

2017), http://icie-rus.org. Статья выполнена при поддержке Правительства РФ (Постановление №211 от 16.03.2013 г.), соглашение № 02.A03.21.0011. 
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Так, подвеска с дополнительным параллельно устанав-

ливаемым отключаемым упругим элементом обладает по-

стоянной жесткостью ступеней и относится к подвескам 

первого типа, а пневматическая подвеска с дополнитель-

ным объемом не имеет фиксированной жесткости ступеней 

и относится к подвескам второго типа. 

Подвеска с двумя ступенями постоянной жесткости ра-

ботает следующим образом. Объект виброзащиты 1 

подрессорен двумя последовательно установленными 

упругими элементами – основным 2 и дополнительным 3. 

Подвеска снабжена механизмом блокирования (элементы 

5, 6, 7) дополнительного упругого элемента 3. При блоки-

ровании дополнительного упругого элемента 3 в работе 

остается только основной упругий элемент 2, и жесткость 

подвески увеличивается. При разблокировании упругого 

элемента 3 он включается в работу, и жесткость подвески 

уменьшается. Таким образом, данная подвеска обеспечи-

вает практически мгновенное двухступенчатое переключе-

ние жесткости, что позволяет осуществить регулирование 

жесткости в цикле колебаний подвески. 

В подвеске с двумя ступенями переменной жесткости 

из работы выключается часть упругого элемента 4 оказав-

шаяся в зоне блокирования в момент срабатывания меха-

низма блокирования. Например, в пневматической под-

веске с отключаемым дополнительным объемом блокиру-

ется часть газа, находящаяся в дополнительном объеме в 

момент его отключения. Схема, изображенная на рис. 1 б 

является, по сути, механическим аналогом пневматической 

подвески с отключаемым дополнительным объемом. 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ПОДВЕСОК С 

ДВУХСТУПЕНЧАТЫМ РЕГУЛИРОВАНИЕМ ЖЕСТКОСТИ В 

ОДНОМАССОВОЙ КОЛЕБАТЕЛЬНОЙ СИСТЕМЕ 

Расчетная схема подвески в виде одномассовой одно-

опорной виброзащитной системы с двумя ступенями по-

стоянной жесткости изображена на рис. 2. 

Динамика одномассовой колебательной системы с регу-

лируемой двухступенчатой подвеской описывается следу-

ющим дифференциальным уравнением:  

𝑚𝑧̈ + 𝐹упр = 0,                                     (1) 

где Fупр – сила упругости подвески, зависящая от ее жест-

кости. 

Жесткость подвески с разблокированным дополнитель-

ным упругим элементом вычисляется по формуле  

𝑐 =
𝑐ос𝑐д
𝑐ос+𝑐д

,                                       (2) 

жесткость подвески с заблокированным дополнительным 

упругим элементом равна жесткости основного упругого 

элемента:  

𝑐 = 𝑐ос.                                       (3) 

Предположим, что в нормальном состоянии дополни-

тельный упругий элемент разблокирован и участвует в ра-

боте подвески. Тогда сила упругости деформированной 

рессоры  

𝐹упр =
𝑐ос𝑐д
𝑐ос+𝑐д

∙ (𝑧 − 𝑞).                               (4) 

После блокирования дополнительный упругий элемент 

находится в общем случае в деформированном состоянии, 

в котором он находился в момент блокирования. Поэтому 

статическое положение подвески меняется на величину Δ 

деформации дополнительного упругого элемента в момент 

блокирования.  

В момент блокирования дополнительного упругого эле-

мента сила упругости подвески равна силе упругости до-

полнительного упругого элемента:  
𝑐ос𝑐д
𝑐ос+𝑐д

∙ 𝑥вк = 𝑐д ∙ ∆.                               (5) 

где xвк – деформация подвески в момент блокирования до-

 
                        а             б 

Рис. 1. Принципиальные схемы одномассовой одноопор-

ной виброзащитной системы с двухступенчатым регули-

рованием жесткости при постоянной (а) и переменной (б) 

жесткостях ступеней: 
1 – подрессоренная масса; 2 – основной упругий элемент; 3 – до-

полнительный упругий элемент; 4 – упругий элемент с перемен-

ной жесткостью; 5, 6 и 7 – элементы механизма блокирования 

 
а      б 

Рис. 2. Расчетная схема одномассовой одноопорной 

виброзащитной системы с двумя  

ступенями постоянной жесткости: 
а – первая ступень жесткости (с раз-блокированным 

дополнительным упругим элементом), б – вторая ступень 

жесткости (с заблокированным дополнитель-ным упругим 

элементом): m – подрессоренная масса; cос – жесткость основного 

упругого элемента; cд – жесткость дополнительного упругого 

элемента; q – кинематическое возмущение; z – перемещение 

подрессоренной массы 
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полнительного упругого элемента. Из формулы (5) сле-

дует, что изменение статической деформации подвески по-

сле блокирования дополнительного упругого элемента  

∆=
𝑐ос

𝑐ос+𝑐д
∙ 𝑥вк.                                    (6) 

Таким образом, сила упругости деформированной рес-

соры с заблокированным дополнительным упругим эле-

ментом  

𝐹упр = 𝑐ос(𝑧 − 𝑞 − ∆).                               (7) 

С учетом выражений (4) и (7) дифференциальное урав-

нение динамики колебательной системы с двумя ступе-

нями жесткости подвески можно представить в следующем 

виде:  

𝑚𝑧̈ + 𝑐(𝑧 − 𝑞 − ∆) = 0,                               (8) 

где 𝑐 =
𝑐ос𝑐д

𝑐ос+𝑐д
, ∆= 0 – для мягкой подвески (с разблокиро-

ванным дополнительным упругим элементом);  

𝑐 = 𝑐ос, ∆=
𝑐ос

𝑐ос+𝑐д
∙ 𝑥вк – для жесткой подвески (с заблокиро-

ванным дополнительным упругим элементом). 

Подставив условия изменения жесткости в уравнение 

(8), получим:  

– для подвески с разблокированным дополнительным 

упругим элементом  

𝑚𝑧̈ +
𝑐ос𝑐д
𝑐ос+𝑐д

(𝑧 − 𝑞) = 0,                               (9) 

– для подвески с заблокированным дополнительным 

упругим элементом  

𝑚𝑧̈ + 𝑐ос (𝑧 − 𝑞 −
𝑐ос

𝑐ос+𝑐д
∙ 𝑥вк) = 0,                 (10) 

или 

𝑚𝑧̈ +
𝑐ос𝑐д
𝑐ос+𝑐д

(𝑧 − 𝑞) +
𝑐ос
2

𝑐ос+𝑐д
(𝑧 − 𝑞 − 𝑥вк) = 0,             (11) 

Тогда уравнение динамики подвески с двумя ступенями 

жесткости при кинематическом возмущении:  

𝑚𝑧̈ +
𝑐ос𝑐д
𝑐ос+𝑐д

(𝑧 − 𝑞) + ∆𝐹упр = 0,             (12) 

где ΔFупр = 0 – для подвески с разблокированным дополни-

тельным упругим элементом;   

∆𝐹упр =
𝑐ос
2

𝑐ос+𝑐д
(𝑧 − 𝑞 − 𝑥вк) – для подвески с заблокирован-

ным дополнительным упругим элементом. 

Введя обозначения 𝜔0ос = √
𝑐ос

𝑚
 и 𝜔0д = √

𝑐д

𝑚
 – парциаль-

ные собственные частоты колебаний системы с заблокиро-

ванным дополнительным и основным упругим элементом 

соответственно, получим уравнение динамики подвески с 

относительными параметрами: 

𝑧̈ +
𝜔0ос
2 𝜔0д

2

𝜔0ос
2 + 𝜔0д

2
(𝑧 − 𝑞) + ∆𝑓упр = 0,                  (13) 

где Δfупр = 0 – для подвески с разблокированным дополни-

тельным упругим элементом; 

∆𝑓упр =
𝜔0ос
4

𝜔0ос
2 +𝜔0д

2 (𝑧 − 𝑞 − 𝑥вк) – для подвески с заблокиро-

ванным дополнительным упругим элементом. 

Большое значение в подвеске с двухступенчатым регу-

лированием жесткости имеет отношение жесткостей ос-

новного и дополнительного упругих элементов 𝑐отн =
𝑐ос

𝑐д
. С 

учетом этого обозначения уравнение динамики (13) примет 

вид:  

𝑧̈ +
𝜔0ос
2

𝑐отн + 1
(𝑧 − 𝑞) + ∆𝑓упр = 0,                  (14) 

где Δfупр = 0 – для подвески с разблокированным дополни-

тельным упругим элементом;  

∆𝑓упр =
𝜔0ос
3 𝑐отн

𝑐отн+1
(𝑧 − 𝑞 − 𝑥вк) – для подвески с заблокиро-

ванным дополнительным упругим элементом. 

Не менее важной является задача исследования под-

вески при свободных колебаниях, например, после пере-

езда единичной неровности. 

Свободные колебания происходят при условиях q = 0, 

𝑞̇ = 0, поэтому колебания одномассовой колебательной си-

стемы с двумя ступенями постоянной жесткости подвески 

можно описать уравнением:  

𝑚𝑧̈ + 𝑐(𝑧 − ∆) = 0,                               (15) 

где 𝑐 =
𝑐ос𝑐д

𝑐ос+𝑐д
, ∆ = 0 – для мягкой подвески (с разблокиро-

ванным дополнительным упругим элементом);  

𝑐 = 𝑐ос, ∆ =
𝑐ос

𝑐ос+𝑐д
∙ 𝑥вк – для жесткой подвески (с заблоки-

рованным дополнительным упругим элементом). 

По аналогии с уравнениями (12), (13) и (14) уравнение 

динамики подвески можно представить в виде:  

𝑚𝑧̈ +
𝑐ос𝑐д
𝑐ос+𝑐д

𝑧 + ∆𝐹упр0 = 0,             (16) 

или 

𝑧̈ +
𝜔0ос
2 𝜔0д

2

𝜔0ос
2 + 𝜔0д

2 𝑧 + ∆𝑓упр0 = 0,                  (17) 

𝑧̈ +
𝜔0ос
2

𝑐отн + 1
𝑧 + ∆𝑓упр0 = 0,                  (18) 

где ΔFупр0 = 0, Δfупр0 = 0 – для подвески с разблокированным 

дополнительным упругим элементом; 

∆𝐹упр =
𝑐ос
2

𝑐ос+𝑐д
(𝑧 − 𝑥вк), ∆𝑓упр =

𝜔0ос
4

𝜔0ос
2 +𝜔0д

2 (𝑧 − 𝑥вк),   

 ∆𝑓упр =
𝜔0ос
3 𝑐отн

𝑐отн+1
(𝑧 − 𝑥вк) – для подвески с заблокирован-

ным дополнительным упругим элементом. 

Расчетная схема одномассовой одноопорной 

виброзащитной системы с двумя ступенями переменной 

жесткости представлена на рис. 3. Динамика этой колеба-

тельной системы описывается дифференциальным уравне-

нием (1). В нормальном состоянии весь упругий элемент 

(на схеме – пружина) разблокирован и участвует в работе 

подвески. Сила упругости деформированной подвески 

определяется по формуле   

𝐹упр = 𝑐 ∙ 𝑥 = 𝑐 ∙ (𝑧 − 𝑞),                           (19) 

где  x – деформация подвески; c – жесткость подвески с раз-

блокированным участком пружины. 

В момент блокирования участка пружины жесткость 

подвески меняется и вычисляется по формуле  
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𝑐бл = 𝑐
𝑙о + 𝑥вк

𝑙о − 𝑙д + 𝑥вк
,                              (20) 

где cбл – жесткость рабочей части пружины с заблокирован-

ным участком; xвк – деформация подвески в момент блоки-

рования участка пружины. 

Жесткость пружины с постоянной по длине жесткостью 

обратно пропорциональна ее длине. Для двух участков I и 

II одной пружины справедливы следующие равенства: 

𝑐𝐼 =
𝜅

𝑙𝐼
;     𝑐𝐼𝐼 =

𝜅

𝑙𝐼𝐼
;      

𝑐𝐼
𝑐𝐼𝐼
=
𝑙𝐼𝐼
𝑙𝐼
.               (21) 

Здесь cI, cII, lI, lII – соответственно, жесткости и длины 

участков пружины; κ – коэффициент пропорциональности. 

В силу соотношений (21) произведение длины и жест-

кости пружины в статическом положении после блокиро-

вания участка пружины равно соответствующему произве-

дению до блокирования:  

𝑙бл0 ∙ 𝑐бл = 𝑙0 ∙ 𝑐,                                   (22) 

откуда длина рабочей части пружины с заблокированным 

участком при статическом положении колебательной си-

стемы  

𝑙бл0 = 𝑙0 ∙
𝑐

𝑐бл
= 𝑙0 ∙

𝑙о − 𝑙д + 𝑥вк
𝑙о + 𝑥вк

.                    (23) 

Сила упругости деформированной рессоры с заблоки-

рованным участком пружины рассчитывается по формуле  

𝐹упр = 𝑐бл ∙ (𝑥 + 𝑥ст.бл − ∆) = 𝑐бл ∙ (𝑧 − 𝑞 + 𝑥ст.бл − ∆). (24) 

Здесь ∆= 𝑙бл0 − (𝑙0 − 𝑙д) = 𝑙0 ∙
𝑙о−𝑙д+𝑥вк

𝑙о+𝑥вк
− 𝑙0 + 𝑙д = 𝑙д

𝑥вк

𝑙о+𝑥вк
 

 – изменение статической деформации подвески после бло-

кирования участка пружины. 

Таким образом, условия для вычисления силы упруго-

сти в уравнении (1) можно описать единым уравнением:  

𝑚𝑧̈ + 𝑐0(𝑧 − 𝑞 − ∆) = 0,                               (25) 

где c0 = c, ∆ = 0 – для мягкой подвески (с разблокированным 

участком пружины); 𝑐0 = 𝑐
𝑙о+𝑥вк

𝑙о−𝑙д+𝑥вк
, ∆ = 𝑙д

𝑥вк

𝑙о+𝑥вк
 – для 

жесткой подвески (с заблокированным участком пру-

жины). 

Тогда для подвески с разблокированным участком пру-

жины  

𝑚𝑧̈ + 𝑐(𝑧 − 𝑞) = 0,                               (26) 

для подвески с заблокированным участком пружины  

𝑚𝑧̈ + 𝑐(𝑧 − 𝑞)(
𝑙о + 𝑥вк − 𝑙д

𝑥вк
𝑧 − 𝑞

𝑙о + 𝑥вк − 𝑙д
) = 0,             (27) 

Уравнения (26) и (27) можно свести к единому уравне-

нию:  

𝑚𝑧̈ + 𝑢𝑐(𝑧 − 𝑞) = 0,                               (28) 

где u = 1 – для мягкой подвески; 𝑢 =
𝑙о+𝑥вк−𝑙д

𝑥вк
𝑧−𝑞

𝑙о+𝑥вк−𝑙д
 – для жест-

кой подвески. 

В относительных параметрах уравнение (28) имеет вид:  

𝑧̈ + 𝑢𝜔0
2(𝑧 − 𝑞) = 0,                               (29) 

Здесь ω0 – собственная частота колебаний системы с мяг-

кой подвеской. 

Свободные колебания одномассовой колебательной си-

стемы с двумя ступенями переменной жесткости подвески 

можно описать уравнением:  

𝑚𝑧̈ + 𝑢0𝑐𝑧 = 0,                               (30) 
или 

𝑧̈ + 𝑢0𝜔0
2𝑧 = 0,                               (31) 

где u0 = 1 – для мягкой подвески; 𝑢0 =
𝑙о+𝑥вк−𝑙д

𝑥вк
𝑧

𝑙о+𝑥вк−𝑙д
 – для 

жесткой подвески. 

ВЫВОД АЛГОРИТМОВ ОПТИМАЛЬНОГО ДВУХСТУПЕНЧАТОГО 

РЕГУЛИРОВАНИЯ ЖЕСТКОСТИ ПОДВЕСКИ ПРИ ПОСТОЯННОЙ 

ЖЕСТКОСТИ СТУПЕНЕЙ В ОДНОМАССОВОЙ КОЛЕБАТЕЛЬНОЙ 

СИСТЕМЕ 

Для определения алгоритмов оптимального двухсту-

пенчатого регулирования жесткости подвески как при вы-

нужденных, так и при свободных колебаниях воспользу-

емся принципом максимума Л. С. Понтрягина [22]. В соот-

ветствии с этим принципом предположим, что состояние 

подрессоренной массы m в каждый момент времени харак-

теризуется действительными числами z1  и z2 в фазовых ко-

ординатах, причем векторное пространство Z векторной 

переменной z = (z1, z2) является фазовым пространством 

(фазовой плоскостью) состояния подрессоренной массы. 

В фазовых координатах 𝑧1 = 𝑧,   𝑧2 =
𝑑𝑧

𝑑𝑡
  закон движе-

ния подрессоренной массы с переменной жесткостью (пе-

ременной упругой характеристикой Fупр) записывается в 

виде системы дифференциальных уравнений  

 
                     а                б 

Рис. 3. Расчетная схема одномассовой одноопорной 

виброзащитной системы с двумя ступенями переменной 

жесткости в статическом положении (а) и в процессе 

движения с блокированным участком пружины (б): 
m – подрессоренная масса; l0 – общая длина пружины при 

статическом положении колебательной системы; l – общая длина 

пружины без блокирования участка в процессе движения; lд – 

длина блокированного участка пружины; lбл0 – длина рабочей части 

пружины после блокирования участка при статическом положении 

колебательной системы; lбл0 – длина рабочей части пружины после 

блокирования участка в процессе движения; q – кинематическое 

возмущение; z – перемещение подрессоренной массы 
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𝑑𝑧𝑖
𝑑𝑡

= 𝑓𝑖(𝑧1, 𝑧2, 𝐹упр),       𝑖 = 1, 2.                (32) 

Функции  fi  определены для любых значений векторной 
переменной z и для значений Fупр, а также непрерывны и 
непрерывно дифференцируемы по z1  и  z2.  

Принцип Л. С. Понтрягина позволяет найти условия ми-

нимума некоторого функционала  

𝐽 = ∫ 𝑓0 𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

.                                    (33) 

Для определения условий минимизации перемещений 

подрессоренной массы, зададимся функцией  

𝑓0 = (
𝑑𝑧1
𝑑𝑡
)
2

= (𝑧2)
2,                             (34) 

определенной и непрерывной со своей частной производ-

ной 
𝜕𝑓0

𝜕𝑧2
  на всём пространстве Z. Тогда минимум функцио-

нала (33) будет соответствовать движению подрессоренной 

массы с минимальным отклонением по перемещению от 

предшествующего состояния в каждый последующий мо-

мент времени. 

Согласно принципу максимума, существует некоторое 
оптимальное регулирование силой упругости Fупр, перево-
дящее фазовую точку из положения 𝑧(𝑡0) в положение 

𝑧(𝑡1) и придающее функционалу (33) минимальное значе-
ние. Существует также функция  

𝐻 = ∑𝜓𝛼𝑓𝛼(𝑧1, 𝑧2, 𝐹упр),                        (35)

2

𝛼=0

 

где αψ  – дополнительные переменные, для которых  

𝑑𝜓𝑖
𝑑𝑡

= −∑
𝜕𝑓𝛼(𝑧1, 𝑧2, 𝐹упр)

𝜕𝑧𝑖

2

𝛼=0

𝜓𝛼,         𝑖 = 0, 1, 2.     (36) 

Для оптимальности регулирования Fупр (t) необходимо, 

чтобы существовало такое нетривиальное решение 𝜓0(𝑡), 
𝜓1(𝑡) и 𝜓2(𝑡), для которого при любом t, t0 ≤ t ≤ t1, функция 

H переменных 𝑢 ∈ 𝑈 достигает максимума, и выполня-

ются соотношения  

𝜓0(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ≤ 0,       𝐻 = 0.                  (37) 

В случае вынужденных колебаний, в соответствии с 

уравнениями (30) и (31),  

𝐹упр =
𝑐ос𝑐д
𝑐ос+𝑐д

(𝑧 − 𝑞) + ∆𝐹упр(𝑡).                  (38) 

Тогда уравнению (12) в фазовых координатах соответ-

ствует система  

𝑑𝑧1
𝑑𝑡

= 𝑧2 = 𝑓1,                                                          

𝑑𝑧2
𝑑𝑡

= −
1

𝑚
[
𝑐ос𝑐д
𝑐ос+𝑐д

(𝑧1 − 𝑞) + ∆𝐹упр(𝑡)] = 𝑓2.
}
 

 

     (39) 

Таким образом, для рассматриваемой системы функция 

(35) в фазовых координатах принимает вид:  

𝐻 = 𝜓0(𝑧2)
2 + 𝜓1𝑧2 −

𝜓2
𝑚
∙
𝑐ос𝑐д
𝑐ос+𝑐д

(𝑧1 − 𝑞) −
𝜓2
𝑚
∙ ∆𝐹упр(𝑡)    (40) 

или, в обычных координатах,  

𝐻 = 𝜓0(𝑧̇)
2 + 𝜓1𝑧̇ −

𝜓2
𝑚
∙
𝑐ос𝑐д
𝑐ос+𝑐д

(𝑧 − 𝑞) −
𝜓2
𝑚
∙ ∆𝐹упр(𝑡).   (41) 

В работе [16] показано, что справедливы следующие равен-

ства: 𝑠𝑔𝑛 𝜓2 = −𝑠𝑔𝑛 𝑧2 = −𝑠𝑔𝑛 𝑧̇. 𝜓0 – любое отрицатель-

ное число. Подставив эти условия в уравнение (41), полу-

чим условия максимума функции H:  

𝑧̇∆𝐹упр(𝑡) → 𝑚𝑎𝑥.                                    (42) 

Условие (42) выполнимо, если  

∆𝐹упр(𝑡) → max    при 𝑧̇ > 0,                            (43) 

∆𝐹упр(𝑡) → min    при 𝑧̇ < 0.                            (44) 

При растяжении подвески (𝑧̇ − 𝑞̇ > 0) блокирование до-

полнительного упругого элемента приводит в дальнейшем 

к увеличению ∆Fупр в каждый последующий момент вре-

мени, причем ∆Fупр > 0, а при сжатии (𝑧̇ − 𝑞̇ < 0) – к умень-

шению ∆Fупр, причем ∆Fупр < 0. Поэтому при 𝑧̇ > 0 и 𝑧̇ −
𝑞̇ > 0, а также при 𝑧̇ < 0 и 𝑧̇ − 𝑞̇ < 0 дополнительный 

упругий элемент должен быть заблокирован, а при 𝑧̇ < 0 и 

𝑧̇ − 𝑞̇ > 0, а также при 𝑧̇ > 0 и 𝑧̇ − 𝑞̇ < 0 – разблокирован. 

Эти условия можно записать следующим образом:  

∆𝐹упр = {

0                                       при 𝑧̇ ∙ (𝑧̇ − 𝑞̇) < 0

𝑐ос
2

𝑐ос+𝑐д
(𝑧 − 𝑞 − 𝑥вк)   при 𝑧̇ ∙ (𝑧̇ − 𝑞̇) > 0

    (45) 

В случае колебаний системы без внешнего возмущаю-

щего воздействия q = 0 и 𝑞̇ = 0, что соответствующим об-

разом сказывается на виде функции H, однако условия мак-

симума этой функции в этом случае аналогичны условиям 

(42)-(44). 

При растяжении подвески (𝑧̇ > 0) блокирование допол-
нительного упругого элемента приводит в дальнейшем к 

увеличению ∆Fупр0, причем ∆Fупр > 0, а при сжатии (𝑧̇ < 0) 
– к уменьшению ∆Fупр0, причем ∆Fупр < 0. Таким образом, 
блокирование дополнительного упругого элемента в лю-
бой момент времени приводит к последующему минималь-
ному перемещению подрессоренной массы. 

ВЫВОД АЛГОРИТМОВ ОПТИМАЛЬНОГО ДВУХСТУПЕНЧАТОГО 

РЕГУЛИРОВАНИЯ ЖЕСТКОСТИ ПОДВЕСКИ ПРИ ПЕРЕМЕННОЙ 

ЖЕСТКОСТИ СТУПЕНЕЙ В ОДНОМАССОВОЙ КОЛЕБАТЕЛЬНОЙ 

СИСТЕМЕ 

В случае переменной жесткости ступеней закон движе-

ния подрессоренной массы с переменной жесткостью в фа-

зовых координатах, в соответствии с уравнениями    (29)-

(31) записывается в виде системы дифференциальных 

уравнений  

𝑑𝑧𝑖
𝑑𝑡

= 𝑓𝑖(𝑧1, 𝑧2, 𝑢),       𝑖 = 1, 2.                (46) 

где u – управляющий параметр. Соответственно,  

𝐻 = ∑𝜓𝛼𝑓𝛼(𝑧1, 𝑧2, 𝑢),                        (47)

2

𝛼=0
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Рассмотрим сначала свободные колебания с управляе-

мой жесткостью. Тогда уравнению (29) в фазовых коорди-

натах соответствует система  
𝑑𝑧1
𝑑𝑡

= 𝑧2 = 𝑓1,                    

𝑑𝑧2
𝑑𝑡

= −𝑢𝜔0
2(𝑧1 − 𝑞) = 𝑓2,

}                   (48) 

где u = 1 – для мягкой подвески; 𝑢 =
𝑙о+𝑥вк−𝑙д

𝑥вк
𝑧−𝑞

𝑙о+𝑥вк−𝑙д
 – для жест-

кой подвески. 

Функция (47) в фазовых координатах принимает вид:  

𝐻 = 𝜓0(𝑧2)
2 + 𝜓1𝑧2 − 𝜓2𝑢 ∙ 𝜔0

2(𝑧1 − 𝑞)               (49) 

или, в обычных координатах,  

𝐻 = 𝜓0(𝑧̇)
2 + 𝜓1𝑧̇ − 𝜓2𝑢 ∙ 𝜔0

2(𝑧 − 𝑞).                 (50) 

Так как 𝑠𝑔𝑛 𝜓2 = −𝑠𝑔𝑛 𝑧2 = −𝑠𝑔𝑛 𝑧̇, то условие макси-

мума функции H  
𝑧̇𝑢 ∙ (𝑧 − 𝑞) → max.                                    (51) 

Условие (51) выполнимо, если  
𝑢 → max    при 𝑧̇ ∙ (𝑧 − 𝑞) > 0,                            (52) 
𝑢 → min    при 𝑧̇ ∙ (𝑧 − 𝑞) < 0.                            (53) 

При растяжении подвески (𝑧̇ − 𝑞̇ > 0) блокирование ча-

сти упругого элемента приводит в дальнейшем к увеличе-

нию u в каждый последующий момент времени при          (z 

– q) > 0 и к уменьшению u при (z – q) < 0. При сжатии под-

вески (𝑧̇ − 𝑞̇ < 0) блокирование части упругого элемента 

приводит в дальнейшем к увеличению u в каждый последу-

ющий момент времени при (z – q) < 0 и к уменьшению u 

при (z – q) > 0. Это возможно:  

– при  𝑧̇ > 0,  (𝑧̇ − 𝑞̇) > 0,  (z – q) > 0; (54) 

– при  𝑧̇ > 0,  (𝑧̇ − 𝑞̇) > 0,  (z – q) < 0; (55) 

– при  𝑧̇ < 0,  (𝑧̇ − 𝑞̇) < 0,  (z – q) < 0; (56) 

– при  𝑧̇ < 0,  (𝑧̇ − 𝑞̇) < 0,  (z – q) > 0. (57) 

Условия (54)–(57) сводятся к следующему: при 𝑧̇ > 0 и 

(𝑧̇ − 𝑞̇) > 0, а также при 𝑧̇ < 0 и (𝑧̇ − 𝑞̇) < 0 часть упругого 

элемента должна быть заблокирована, соответственно, при 

𝑧̇ < 0  и (𝑧̇ − 𝑞̇) > 0, а также при 𝑧̇ > 0 и (𝑧̇ − 𝑞̇) < 0 – раз-

блокирована. Таким образом, при оптимальном регулиро-

вании жесткости подвески  

𝑢 = {

1                                      при 𝑧̇ ∙ (𝑧̇ − 𝑞̇) < 0;

𝑙о + 𝑥вк − 𝑙д
𝑥вк
𝑧 − 𝑞

𝑙о + 𝑥вк − 𝑙д
     при 𝑧̇ ∙ (𝑧̇ − 𝑞̇) > 0.

       (58) 

В случае колебаний системы без внешнего возмущаю-

щего воздействия условие максимума функции H  

𝑧̇𝑢 ∙ 𝜔0
2𝑧 → max.                                    (59) 

Условие (59) свидетельствует о том, что блокирование 

части упругого элемента в любой момент времени приво-

дит к последующему минимальному перемещению подрес-

соренной массы. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложены две принципиальные схемы, к которым 

приводятся все разнообразные способы двухступенчатого 

регулирования жесткости в подвесках различных типов:  

1) с постоянной жесткостью ступеней;  

2) с переменной жесткостью ступеней.  

Схема первого типа может быть достаточно легко реа-

лизуема в подвесках с твердотельным упругим элементом. 

Схема второго типа реализуется в конструкции пневмати-

ческой подвески с дополнительным объемом. 

Разработаны математические модели подвесок с двух-

ступенчатым регулированием жесткости в одномассовой 

колебательной системе. 

 Выведены алгоритмы оптимального двухступенчатого 

регулирования  жесткости подвески при постоянной, и при 

переменной жесткости ступеней. 

 Установлено, что при кинематическом возмущении ко-

лебательной системы оптимальным алгоритмом двухсту-

пенчатого регулирования жесткости является алгоритм, при 

котором включение ступени подвески с большей жестко-

стью происходит при смене направления деформации под-

вески, а переключение на меньшую жесткость происходит 

при смене направления движения подрессоренной массы. 
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Abstract. The article dwells upon the issues of control of suspen-

sion stiffness of transport vehicle in oscillation cycle. This article 

describes the methods of stiffness change of suspension and identi-

fies two principal schemes of two-step stiffness change of suspen-

sion: a suspension with constant step stiffness and a suspension with 

variable step stiffness. Mathematical models of suspensions with a 

two-step stiffness control in a single mass oscillating system have 

been developed for each of the two principal schemes of stiffness 

control. Having employed the maximum principle of L.S. Pontri-

agin, the algorithms for the optimal suspension stiffness control 

have been determined. In particular, it has been found that when 

the oscillating system is unbalanced with the subsequent absence 

of the external force and kinematic action, any stiffness switching, 

even chaotic one, results in a decrease in the motion amplitudes of 

the sprung mass and oscillation damping. The optimal control al-

gorithm in case of kinematic disturbance of the oscillating system 

is an algorithm at which the activation of suspension step with a 

higher stiffness occurs during the change in direction of suspen-

sion deformation. and the system switches to the lower stiffness 

during the change in direction of motion of the sprung mass. 

Keywords: vehicle suspension, vibration isolation qualities, 

algorithm, constant and variable stiffness, two-step stiffness 

control, additional springing element, additional volume.  

REFERENCES 
1. Fitilev B.N., Averyanov G.S., Belkov V.N. Pnevmatich-

eskaya podveska [Air suspension], A.S. 8442295, USSR, 3 
MKI F 16 F 9/04, no. 2806835/25. Bull no.24. (in Russ.) 

2. Gustomyakov A.N. Analysis of the oscillatory suspension 
system of a car with a discrete change in stiffness [Analiz kole-
batel'noy sistemy podveski avtomobilya s diskretnym iz-
meneniem zhestkosti], Izvestia vuzov, Moscow, Mashi-
nostroenie, 1978, no.5, pp. 187-188. (in Russ.) 

3. Yoshimura T., Takagi A. Pneumatic active suspension sys-
tem for a one-wheel car model using fuzzy reasoning and a dis-
turbance observer, Journal of Zhejiang University SCIENCE, 
2004, vol. 5(9), pp. 1060-1068. DOI: 10.1631/jzus.2004.10 

4. Gneusheva E.M., Fominova O.V., Chernyshev V.I. Dy-
namic properties of vibroprotective systems with an additional 
elastic-damping link of intermittent action [Dinamicheskie 
svoystva vibrozashchitnykh sistem s dopolnitel'nym upru-
godempfiruyushchim zvenom preryvistogo deystviya], 
Spravochnik. Inzhenernyy zhurnal [HANDBOOK. An Engineer-
ing journal with appendix], 2006, no.6, pp. 59-64. (in Russ.) 

5. Kalashnikov B.A. Sistemy amortizatsii ob''ektov s dis-
kretnoy kommutatsiey uprugikh elementov: monografiya [Sys-
tems of depreciation of objects with discrete switching of elastic 

mailto:chernykv@rambler.ru
mailto:rjabov1603@mail.ru
mailto:pozdeev.vstu@gmail.com


Russian Internet Journal of Industrial Engineering.2018. Vol. 6, no. 2 

 

 

Машиностроение: сетевой электронный научный журнал. 2018. Том 6, №2 17  
 

elements: a monograph], Omsk, OmGTU, 2008, 344 p. (in Russ.) 
6. Fitilev B.N., Komochkov V.A., Pozdeev A.V. To calcu-

late the characteristics of a pneumatic element with air damping 
[K raschetu kharakteristik pnevmoelementa s vozdushnym 
dempfirovaniem], Progress transportnykh sredstv i sistem - 
2009: mater. mezhdunar. n.-pr. konf. [Mater. international N.-
pr. conf.: Progress of vehicles and systems – 2009, in 2 hours. 
Part 2], Volgograd, 2009, pp. 40-47. (in Russ.) 

7. Khamitov R.N. Synthesis of the control system of a pulse 
electrodynamic valve of a pneumatic shock absorber [Sintez 
sistemy upravleniya impul'snym elektrodinamicheskim 
klapanom pnevmoamortizatora], Spravochnik. Inzhenernyy 
zhurnal [HANDBOOK. An Engineering journal with appen-
dix], 2008, no.2, pp. 62-64. (in Russ.)  

8. Khamitov R.N., Averyanov G.S., Korchagin A.B. Oper-
ational processes in a dual-chamber pneumatic shock absorber 
with rapid switching, Russian Engineering Research, 2009, vol. 
29, no.10, pp. 974-978. DOI: 10.3103/S1068798X09100037 

9. Chernyshov K.V., Pozdeev A.V., Novikov V.V., Ryabov 
I.M. Determination of optimal stiffness control of vehicle air 
suspension based [Opredelenie usloviy optimal'nogo reguliro-
vaniya zhestkosti pnevmaticheskoy podveski ATS], Gruzovik 
& [Truck &], 2010, no.11, pp. 2-5. (in Russ.) 

10. Novikov V.V, Pozdeev A.V. Determination of optimal 
control algorithms of actively managed air suspensions [Opre-
delenie optimal'nykh algoritmov regulirovaniya aktivno-uprav-
lyaemykh pnevmopodvesok], Gruzovik & [Truck &], 2010, 
no.5, pp. 6-10. (in Russ.) 

11. Podzorov A.V., Gobotsov A.S., Lyashenko M.V. The 
mathematical model of the controllable suspension system of 
the vehicle [Matematicheskaya model' upravlyaemoy sistemy 
podressorivaniya ATS], Avtomobil'naya promyshlen-nost' [Au-
tomotive industry], 2010, no.9, pp. 16-19. (in Russ.) 

12. Pozdeev A.V., Novikov V.V., Chernyshov K.V., 
Ryabov I.M. Synthesis of vehicle suspension damping and stiff-
ness optimal control algorithms [Sintez algoritmov opti-
mal'nogo upravleniya dempfirovaniem i zhestkost'yu podveski 
ATS], Gruzovik & [Truck &], 2011, no.6, pp. 2-6. (in Russ.) 

13. Dyakov A.S., Pozdeev A.V., Pokhlebin A.V. Optimal 
control of stiffness and damping of the PBX suspension based 
on the maximum principle L.S. Pontryagin [Optimal'noe uprav-
lenie zhestkost'yu i dempfirovaniem podveski ATS na osnove 
printsipa maksimuma L.S. Pontryagina], Vestnik Akademii 
voennykh nauk [Bulletin of the Academy of Military Sciences], 
2011, no.2 (special issue), pp. 132-139. (in Russ.) 

14. Pozdeev A.V. Commutation of cavities as a way to in-
crease the vibroprotective properties of dual-chamber pneu-
matic springs [Kommutatsiya polostey kak sposob povysheniya 
vibrozashchitnykh svoystv dvukhkamernykh pnevmatich-
eskikh ressor], Trudy: Nauchnye issledovaniya i ikh praktich-
eskoe primenenie. Sovremennoe sostoyanie i puti razvitiya 
`2011 [Proc. Scientific studies and their practical application. 

The current state and ways of development `2011], Odessa, 
2011, pp. 40-48. (in Russ.) 

15. Novikov V.V., Pozdeev A.V., Dyakov A.S., Karlov 
V.I., Cherkashina E.A. Pnevmaticheskaya podveska [Air sus-
pension], Utility model of the Russian Federation No. 109698, 
IPC B 60 G 11/27, F 16 F 9/04, 2011. (in Russ.) 

16. Ryabov I.M., Pozdeev A.V., Novikov V.V., Dyakov 
A.S., Chernyshov K.V. Podveska kolesa avtomobilya [Vehicle 
wheel suspension], Utility model of the Russian Federation 
No.1069697, IPC B 60 G 11/00. 2011. (in Russ.) 

17. Pozdeev A.V., Novikov V.V., Dyakov A.S. et al. Regu-
liruemye pnevmaticheskie i pnevmogidravlicheskie ressory 
podvesok avtotransportnykh sredstv : monografiya [Adjustable 
pneumatic and pneumohydraulic springs of vehicle suspen-
sions: monograph], Volgograd, 2013, 244 p. (in Russ.) 

18. Pozdeev A.V., Dyakov A.S., Novikov V.V., Ryabov 
I.M. Self-adjustable dual-chamber pneumatic springs with vol-
umes commutation [Samoreguliruemye dvukhkamernye 
pnevmaticheskie ressory s kommutatsiey polostey], Gruzovik & 
[Truck &], 2013, no.9, pp. 2-5. (in Russ.) 

19. Pozdeev A.V., Dyakov A.S., Novikov V.V., Ryabov 
I.M. Research of an dual-chamber pneumatic spring with 
switching of cavities [Issledovaniya dvukhkamernoy 
pnevmaticheskoy ressory s kommutatsiey polostey], Gruzovik 
& [Truck &], 2013, no.1, pp. 35-37. (in Russ.) 

20. Chernyshov K.V., Pozdeev A.V., Ryabov I.M. Mathemat-
ical substantiation of the algorithm for optimal control of the stiff-
ness of an elastic element in a single-mass oscillatory system [Ma-
tematicheskoe obosnovanie algoritma optimal'nogo upravleniya 
zhestkost'yu uprugogo elementa v odnomassovoy kolebatel'noy 
sisteme], Izvestiya VolgGTU. Seriya "Nazemnye transportnye sis-
temy" [News of VolgGTU. A series of "Land Transport Systems"], 
Volgograd, 2013, vol. 6, no.10 (113), pp. 38-42. (in Russ.) 

21. Pozdeev A.V. Vibro-protecting two-cavity pneumatic 
springs properties determined on the basis of cavity commuta-
tion optimal algorithms synthesis [Vibrozashchitnye svoystva 
dvukhpolostnykh pnevmaticheskikh ressor na osnove sinteza 
optimal'nykh algoritmov kommutatsii polostey], Tekhnologiya 
kolesnykh i gusenichnykh mashin [Wheel and Tracked Technol-
ogy], 2015, no.1, pp. 27-31. (in Russ.) 

22. Pontryagin L.S., Boltyansky V.G., Gamkrelidze R.V., 
Mishchenko E.F. Matematicheskaya teoriya optimal'nykh 
protsessov [Mathematical theory of optimal processes], Mos-
cow, Science, 1976, 392 p. 

23. Chernyshov K.V., Novikov V.V., Ryabov I.M. Deter-
mination of conditions for optimal control of the damping of a 
PBX suspension based on the maximum principle L. S. 
Pontryagin [Opredelenie usloviy optimal'nogo upravleniya 
dempfirovaniem podveski ATS na osnove printsipa maksi-
muma L. S. Pontryagina], Traktory i sel'skokhozyaystvennye 
mashiny [Tractors and agricultural machines], Moscow, 
Mashinostroenie, 2006, no.2, P. 13-15. 

__________________ 

Библиографическое описание статьи 
Чернышов К.В. Теоретические основы оптимального 

двухступенчатого регулирования жесткости подвески 
транспортного средства в цикле колебаний / К.В. Черны-
шов, И.М. Рябов, А.В. Поздеев // Машиностроение: сетевой 
электронный научный журнал. – 2018. – Т.6, №2. – С. 10-
17. DOI: 10.24892/RIJIE/20180202 

Reference to article 
Chernyshov K.V., Ryabov I.M., Pozdeev A.V. Theoretical 

foundations of optimal two-step control of suspension stiffness 
of transport vehicle in oscillation cycle, Russian Internet Jour-
nal of Industrial Engineering, 2018, vol.6, no.2, pp. 10-17. 
DOI: 10.24892/RIJIE/20180202 

__________________ 
 



Russian Internet Journal of Industrial Engineering. 2018. Vol. 6, no. 2 

 

 

Машиностроение: сетевой электронный научный журнал. 2018. Том 6, №2 18  
 

 
                         а                                          б 

Рис. 1. Принципиальные схемы одномассовой одноопор-

ной виброзащитной системы с двухступенчатым  

регулированием жесткости с постоянной (а)  

и переменной (б) жесткостью ступеней: 
1 – подрессоренная масса; 2 – основной упругий элемент; 3 – 

дополнительный упругий элемент; 4 – упругий элемент с пере-

менной жесткостью; 5 – соленоид, 6 – рычаги; 7 – шайба 
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Потенциальные виброзащитные свойства 

подвесок с двухступенчатым регулированием 

жесткости в цикле колебаний*
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Аннотация. Статья посвящена выявлению потенциаль-

ных виброзащитных свойств подвесок с двухступенчатым 

регулированием жесткости в цикле колебаний на примере 

одномассовой колебательной системы. Существуют две прин-

ципиальные схемы двухступенчатого изменения жесткости 

подвески автомобиля: с постоянной жесткостью ступеней и 

переменной жесткостью ступеней. Проведено сравнительное 

исследование виброзащитных свойств одномассовой колеба-

тельной системы с двухступенчатым регулированием жестко-

сти, соответствующим указанным принципиальным схемам. 

В результате проведенного исследования выявлены опти-

мальные параметры подвесок, обеспечивающие остановку 

подрессоренной массы за полцикла колебаний при выведении 

системы из состояния равновесия и отсутствии кинематиче-

ского и динамического возмущающего воздействия. Также 

выявлены оптимальные параметры подвесок, обеспечиваю-

щие минимальные отклонения подрессоренной массы от 

нейтрального положения, соответствующего мягкой подвеске, 

при кинематическом синусоидальном воздействии. Выявлено, 

что подвеска, использующая схему двухступенчатого измене-

ния жесткости с постоянной жесткостью ступеней, обеспечи-

вает более высокие виброзащитные свойства при использова-

нии в одномассовой колебательной системе, чем классическая 

нерегулируемая подвеска и подвеска, использующая схему 

двухступенчатого изменения жесткости с переменной жестко-

стью ступеней. Отмечена проблема высокочастотных колеба-

ний упругого элемента в результате переключения с большей 

жесткости на меньшую. 

Ключевые слова: подвеска транспортного средства, виб-

розащитные свойства, алгоритм, постоянная и переменная 

жесткость, двухступенчатое регулирование жесткости.  

ВВЕДЕНИЕ 

Анализ разнообразных способов двухступенчатого ре-

гулирования жесткости в подвесках различных типов [1-

21] показал, что все они приводятся к двум принципиаль-

ным схемам (рис. 1): с постоянной жесткостью ступеней и 

с переменной жесткостью ступеней. 

Подвеска с постоянной жесткостью ступеней имеет два 

последовательно или параллельно установленных упругих 

элемента. При последовательной установке упругих элемен-

тов один из них имеет возможность блокирования, в резуль-

тате чего жесткость подвески увеличивается до величины 

жесткости второго упругого элемента. При параллельной 

установке один из упругих элементов обладает возможно-

стью отключения, при этом жесткость подвески уменьшает-

ся до величины жесткости второго упругого элемента. Под-

веска с переменной жесткостью ступеней имеет один упру- 

гий элемент с возможностью блокирования части упругого 

элемента. В процессе колебаний блокируется часть упругого 

элемента, оказавшаяся в зоне блокирования в момент сраба-

тывания механизма блокирования. При этом жесткость под-

вески увеличивается, а величина жесткости равна жесткости 

незаблокированной части упругого элемента. 

Подвеска с постоянной жесткостью ступеней (рис. 1, 

а) содержит две пружины 2 и 3, между которыми установ-

лена шайба 7. Двухступенчатое регулирование жесткости 

подвески осуществляется блокированием и разблокирова-

нием шайбы относительно подрессоренной массы рыча-

гами 6 посредством соленоидов 5. При блокировании 

шайбы жесткость подвески увеличивается до величины 

жесткости пружины 2. При разблокировании шайбы жест-

кость подвески уменьшается, поскольку пружины 3 и 2 

установлены последовательно.  

Подвеска с переменной жесткостью ступеней (рис. 1, 

б) имеет одну пружину 4 большой длины. Двухступенча-

тое регулирование жесткости подвески осуществляется 

блокированием и разблокированием части витков пружи-

ны рычагами 6 с помощью соленоидов 5.  

* Статья публикуется по рекомендации программного комитета Международной научно-технической конференции "Пром-Инжиниринг" (ICIE-

2017), http://icie-rus.org  
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Упругий элемент (пружина или ее часть), который мо-
жет быть заблокирован, целесообразно называть дополни-
тельным упругим элементом. 

Представляет интерес выявление потенциальных виб-
розащитных свойств подвески при свободных и вынуж-
денных колебаниях. В первом случае колебательная си-
стема выводится из состояния равновесия и совершает 
затухающие колебания. Во втором случае система нагру-
жается гармоническим кинематическим возмущением. 

Уравнение динамики подвески с двухступенчатым ре-
гулированием жесткости при постоянной жесткости сту-

пеней и кинематическом возмущении )(tq  имеет вид:  

𝑧̈ +
𝜔0 ос

2

𝑐отн + 1
(𝑧 − 𝑞) + ∆𝑓упр = 0,                  (1) 

где 𝜔0 ос – парциальная собственная частота колебаний 
системы с заблокированным дополнительным упругим 
элементом; сотн – отношение жесткостей основного и до-
полнительного упругих элементов; ∆fупр = 0 для подвески 
с разблокированным дополнительным упругим элемен-

том, ∆𝑓упр =
𝜔0 ос

4

𝜔0 ос
2 +𝜔0 д

2 (𝑧 − 𝑞 − 𝑥вк) – для подвески с за-

блокированным дополнительным упругим элементом;     
xвк – деформация подвески в момент блокирования участ-
ка пружины; z – перемещение подрессоренной массы. 

Уравнение динамики подвески с двумя ступенями пе-
ременной жесткости при кинематическом возмущении 
можно привести к виду:  

𝑧̈ + 𝑢𝜔0
2(𝑧 − 𝑞) = 0,                                    (2) 

где ω0 – собственная частота колебаний системы с мягкой 
подвеской; u – управляющий параметр для мягкой и жест-
кой подвесок. 

При свободных колебаниях используются аналогичные 
выражения при условии q = 0. 

Для минимизации вертикальных перемещений подрес-
соренной массы в процессе колебаний необходимо ис-
пользовать оптимальные алгоритмы двухступенчатого 
регулирования жесткости. 

При кинематическом возмущении колебательной си-
стемы оптимальным алгоритмом двухступенчатого регу-
лирования является алгоритм, при котором включение 
ступени подвески с бóльшей жесткостью происходит при 
смене направления деформации подвески, а переключение 
на меньшую жесткость происходит при смене направле-
ния движения подрессоренной массы. 

Для подвески с постоянной жесткостью ступеней эти 
условия можно записать следующим образом:  

∆𝐹упр = {

0                                         при 𝑧̇(𝑧̇ − 𝑞̇) < 0;

𝑐ос
2

𝑐ос + 𝑐д

(𝑧 − 𝑞 − 𝑥вк)   при 𝑧̇(𝑧̇ − 𝑞̇) > 0,
    (3) 

а для подвески с переменной жесткостью ступеней эти 
условия:  

𝑢 = {

1                                    при 𝑧̇(𝑧̇ − 𝑞̇) < 0;

𝑙0 + 𝑥вк − 𝑙д
𝑥вк

𝑧 − 𝑞

𝑙0 + 𝑥вк − 𝑙д

   при 𝑧̇(𝑧̇ − 𝑞̇) > 0,
     (4) 

где 0l  – общая длина пружины при статическом положении; 

дl  – длина блокированного участка пружины. 

ИССЛЕДОВАНИЕ РАБОТЫ ПОДВЕСОК С ДВУХСТУПЕНЧАТЫМ 

РЕГУЛИРОВАНИЕМ ЖЕСТКОСТИ В ОДНОМАССОВОЙ 

КОЛЕБАТЕЛЬНОЙ СИСТЕМЕ ПРИ СВОБОДНЫХ КОЛЕБАНИЯХ 

Рассмотрим два алгоритма с двухступенчатым регули-

рованием жесткости подвески с постоянной жесткостью 

ступеней: алгоритм, соответствующий условиям  

∆𝑓упр = {

0                                         при 𝑧̇ ∙ 𝑧 > 0;

𝜔0 ос
4

𝜔0 ос
2 + 𝜔0 д

2
(𝑧 − 𝑥вк)   при 𝑧̇ ∙ 𝑧 < 0,

    (5) 

и алгоритм, соответствующий противоположным услови-

ям,  

∆𝑓упр = {

0                                         при 𝑧̇ ∙ 𝑧 < 0;

𝜔0 ос
4

𝜔0 ос
2 + 𝜔0 д

2
(𝑧 − 𝑥вк)   при 𝑧̇ ∙ 𝑧 > 0,

    (6) 

Для этого используем колебательную систему со следую-

щими относительными параметрами: ω0ос = 9,57 рад/с     

(ν0ос = 1,52 рад/с); ω0д = 5,52 рад/с (ν0д = 0,88 рад/с). Этим 

параметрам соответствует собственная частота колебаний 

подвески с первой (мягкой) ступенью жесткости ω0 =  4,78 

рад/с (ν0 = 0,76 рад/с) и относительная жесткость cотн = 3. 

Для подвески с переменной жесткостью ступеней так-

же рассмотрим два взаимно противоположных алгоритма 

двухступенчатого регулирования жесткости:  

𝑢 = {

1                                при 𝑧̇ ∙ 𝑧 > 0;

𝑙0 + 𝑥вк − 𝑙д
𝑥вк

𝑧
𝑙0 + 𝑥вк − 𝑙д

   при 𝑧̇ ∙ 𝑧 < 0,
        (7) 

и 

𝑢 = {

1                                при 𝑧̇ ∙ 𝑧 < 0;

𝑙0 + 𝑥вк − 𝑙д
𝑥вк

𝑧
𝑙0 + 𝑥вк − 𝑙д

   при 𝑧̇ ∙ 𝑧 > 0,
        (8) 

Используем колебательную систему с собственной часто-

той колебаний подвески с мягкой ступенью жесткости ω0 =  

= 4,78 рад/с (ν0 = 0,76 рад/с) и относительной жесткостью 

𝑙отн =
𝑙д

𝑙0

= 0,75. 

Начальные условия в обоих случаях:  

𝑧0 = 𝑎,   𝑧̇0 = 0. 
Осциллограмма затухающего процесса при использо-

вании алгоритма (3) представлена на рис. 2, а, а процесса 

при использовании алгоритма (4) – на рис. 2, б. Соответ-

ствующие процессы затухания колебаний также видны на 

рабочих диаграммах, представляющих зависимости уси-

лий в подвеске от ее деформации (рис. 3 а, б). 

В растянутой подвеске запасена потенциальная энер-

гия, численно равная площади треугольника AO1. При 

перемещении системы из точки A в точку O потенциаль-

ная энергия подвески полностью переходит в кинетиче-

скую энергию подрессоренной массы. В этот момент, в 

соответствии с алгоритмом, дополнительный упругий 

элемент (участок) блокируется в текущем положении и 

исключается из работы. После этого система перемещает-

ся от точки O в точку B по жесткой характеристике, рас-

ходуя кинетическую энергию, которая переходит в по-

тенциальную энергию сжатого основного упругого эле-

мента (свободного участка). Поэтому площадь треуголь-

ника OB2 равна площади треугольника AO1. При дости-

жении точки B блокированный дополнительный упругий 

элемент (участок) находится в нейтральном положении, а  
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Рис. 2. Осциллограмма вертикального движения подрес-

соренной массы при двухступенчатом регулировании 

жесткости подвески по алгоритмам (5) и (7): 
1 – перемещение; 2 – скорость; 3 – ускорение подрессоренной 

массы 
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Рис. 3. Рабочая диаграмма вертикального движения 

подрессоренной массы при двухступенчатом регули-              

ровании жесткости подвески по алгоритмам (5) и (7) 

основной упругий элемент (свободный участок) – в сжа-
том состоянии. В этот момент заблокированный дополни-
тельный упругий элемент (участок) освобождается (движе-
ние из точки B в точку C), подвеска становится мягкой, и 
общее усилие подвески снижается. Потенциальная энергия 
подвески при этом мгновенно уменьшается на величину, 
равную площади треугольника OBC, и становится численно 
равной площади треугольника OC2. Затем система переме-
щается по мягкой характеристике в точку O, дополнитель-
ный упругий элемент (участок) блокируется, и система пе-
ремещается в точку D по жесткой характеристике, после 
чего дополнительный упругий элемент разблокируется, и 
подвеска переходит на мягкую характеристику (точка E). 
Каждый цикл завершается с потерей значительной части 
энергии. Общая схема движения системы выглядит следу-
ющим образом: A – O – B – C – O – D – E – O – F – G – O – 
H – I – … → O.  
 

Осциллограммы затухающих процессов при использо-

вании алгоритмов (4) и (6) представлены, соответственно, 

на рис. 4, а и б. Соответствующие рабочие диаграммы 

вертикального движения подрессоренной массы приведе-

ны на рис. 5, а и б. 

В растянутой подвеске запасена потенциальная энер-

гия, численно равная площади треугольника A1O. При 

этом в основном упругом элементе (свободном в после-

дующем участке) запасена энергия, соответствующая тре-

угольнику A12. В момент начала движения дополнитель-

ный упругий элемент (участок) блокируется в текущем 

положении, и запасенная в нем потенциальная энергия 

сохраняется. Центр колебаний при этом смещается в сто-

рону рас тяжения подвески. Система перемещается от 

точки A в точку B по жесткой характеристике, расходуя 

потенциальную энергию, которая сначала полностью пе-

реходит в кинетическую энергию подрессоренной массы 

(точка 2), а затем – вновь в потенциальную энергию те-

перь сжатого основного упругого элемента (свободного 

участка) (треугольник 2B3). В этот момент выполняется 

условие разблокирования дополнительного упругого эле-

мента (участка), в результате чего происходит сброс по-

тенциальной энергии сжатого дополнительного (заблоки-

рованного) и растянутого основного (свободного) упругих 

элементов (участков), соответствующей площади четы-

рехугольника A13C, и сила деформации подвески меняет 

знак (движение из точки B в точку C). В этот же момент 

дополнительный упругий элемент (участок) блокируется в 

текущем положении, и процесс повторяется. Общая схема 

движения системы: A – B – C – D – E – F – G – … → O. 

Оптимальный режим затухания колебаний обеспечи-

вает подвеска с постоянной одинаковой жесткостью ос-

новного и дополнительного упругих элементов (cотн = 1) 

при регулировании жесткости подвески по алгоритму (6). 
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Рис. 6. Осциллограмма (а) и рабочая диаграмма (б)  

вертикального движения подрессоренной массы с  

оптимальными параметрами при оптимальном  

двухступенчатом регулировании жесткости 

подвески по алгоритмам (6) и (8) 
 

 
а 

 
б 

Рис. 4. Осциллограмма вертикального движения подрессо-

ренной массы при двухступенчатом регулировании жестко-

сти подвески по алгоритмам (6) и (8): 1 – перемещение; 2 – 

скорость; 3 – ускорение подрессоренной массы 
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б 

Рис. 5. Рабочая диаграмма вертикального движения 

подрессоренной массы при двухступенчатом регулирова-

нии жесткости подвески по алгоритмам (6) и (8) 

Аналогичный процесс происходит в подвеске с пере-

менной жесткостью ступеней при регулировании жестко-

сти по алгоритму (8) и условии lотн ≈ 0,5. На рис. 6 пред-

ставлены осциллограмма и рабочая диаграмма вертикаль-

ного движения подрессоренной массы в колебательной 

системе с двухступенчатой подвеской с оптимальными 

параметрами при оптимальном двухступенчатом регули-

ровании. 

 

В растянутой подвеске запасена потенциальная энер-

гия, численно равная площади треугольника A1O, причем 

в основном упругом элементе (свободном в последующем 

участке) запасена половина этой энергии (треугольник 

A12). В момент начала движения дополнительный упру-

гий элемент (участок) блокируется в текущем положении, 

и запасенная в нем потенциальная энергия сохраняется. 

Система перемещается от точки A в точку B по жесткой 

характеристике, потенциальная энергия сначала перехо-

дит в кинетическую энергию подрессоренной массы, а 

затем в потенциальную энергию сжатого основного упру-

гого элемента (свободного участка) (треугольник 2BO). В 

растянутом дополнительном упругом элементе (заблоки-

рованном участке) и сжатом основном упругом элементе 

(свободном участке) в этот момент запасено одинаковое 

количество энергии, подрессоренная масса находится в 

статическом положении. В этот же момент выполняется 

условие разблокирования дополнительного упругого эле-

мента (участка), в результате чего происходит сброс по-

тенциальной энергии сжатого дополнительного (заблоки-

рованного) и растянутого основного (свободного) упругих 

элементов (участков), соответствующей площади четы-

рехугольника A13C, и сила деформации подвески стано-

вится равной нулю (движение из точки B в точку O).  

ИССЛЕДОВАНИЕ РАБОТЫ ПОДВЕСОК С ДВУХСТУПЕНЧАТЫМ 

РЕГУЛИРОВАНИЕМ ЖЕСТКОСТИ В ОДНОМАССОВОЙ 

КОЛЕБАТЕЛЬНОЙ СИСТЕМЕ ПРИ ГАРМОНИЧЕСКОМ 

ВОЗМУЩЕНИИ 

Процесс вынужденных колебаний рассмотрим на при-

мере колебательных систем с использованными ранее па-

раметрами (ω0с = 9,57 рад/с и ω0д = 5,52 рад/с – для системы 

с постоянной жесткостью ступеней, и ω0 = 4,78 рад/с – для 

системы с переменной жесткостью ступеней). Как показа-

ли исследования, минимальные амплитуды перемещений 
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Рис. 7. Осциллограммы колебательных систем  

с оптимальным двухступенчатым регулированием  

жесткости подвески: 
1 – возмущающее воздействие; 2 – перемещение; 3 – скорость; 4 

– ускорение подрессоренной массы; 5 – деформация подвески;   

а – при постоянной жесткости ступеней; б – при переменной 

жесткости ступеней 

 
а 

 
б 

Рис. 8. Рабочие диаграммы колебательных систем  

с оптимальным двухступенчатым регулированием 

жесткости подвески: 
а – при постоянной жесткости ступеней; б – при переменной 

жесткости ступеней 

подрессоренной массы обеспечивает подвеска с постоян-

ной жесткостью ступеней, имеющая относительную жест-

кость cотн ≈ 3. Минимальные амплитуды перемещений 

подрессоренной массы в подвеске с переменной жестко-

стью ступеней достигаются при оптимальном двухсту-

пенчатом регулировании величины lотн в зависимости от 

частоты возмущения ν. 

На рис. 7 представлены осциллограммы колебатель-

ных систем с оптимальным регулированием жесткости 

подвески с постоянной жесткостью ступеней (рис. 7, а) и с 

переменной жесткостью ступеней (рис. 7, б).  

Процесс работы подвески с двумя ступенями жестко-
сти при оптимальном регулировании удобно наблюдать с 
помощью рабочей диаграммы, представляющей зависи-
мость силы упругости (или ускорения подрессоренной 
массы 𝑧̈) от деформации подвески 𝑥 = 𝑧 − 𝑞 (рис. 8). 

Амплитудно-частотные характеристики (АЧХ) колеба-
тельных систем с оптимальным двухступенчатом регули-
рованием жесткости подвески при постоянной и перемен-
ной жесткостях ступеней в сравнении с амплитудно-
частотными характеристиками колебательных систем с 
нерегулируемой подвеской приведены на рис. 9. 

Анализ рис. 9 показывает, что подвеска с двухступенч 
атым регулированием жесткости при постоянной 

жесткости ступеней обладает более высокими виброза-
щитными свойствами по сравнению с соответствующей 
подвеской, имеющей переменную жесткость ступеней. 

Кроме того, соотношение жесткостей основного и до-
полнительного упругих элементов в такой подвеске может 
быть постоянным во всем диапазоне рабочих частот под-
вески, что существенно упрощает ее конструкцию. 

При оптимальном регулировании двухступенчатой 
подвески с переменной жесткостью ступеней наблюдается 
существенное снижение вертикальных перемещений и 
ускорений подрессоренной массы в области низких частот 
и возрастание перемещений и ускорений при увеличении 
частоты возму щения. Данная модель является механиче-
ским аналогом пневматической подвески с дополнитель-
ным объемом, следовательно, использование отключения 
дополнительного объема пневматической подвески в цик-
ле колебаний целесообразно только для гашения низкоча-
стотных колебаний. При этом величина дополнительного 
объема должна находиться в пределах 60–70% от общего 
объема рабочей камеры подвески. 

ПРОБЛЕМА ВЫСОКОЧАСТОТНЫХ КОЛЕБАНИЙ ПОДВЕСОК С 

ДВУМЯ СТУПЕНЯМИ ЖЕСТКОСТИ 

Рассмотренные модели являются математически идеа-

лизированными, поскольку было принять допущение, что 

упругие элементы представлены в моделях невесомыми. 

Поэтому сброс энергии и выравнивание сил при разбло-

кировании части подвески происходит мгновенно. В ре-

альных конструкциях мгновенное разблокирование со-

здает удар в месте сочленения упругих элементов, вызы-

вая высокочастотные колебания тела упругого элемента. 
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Рис. 9. АЧХ колебательных систем с оптимальным  

двухступенчатым регулированием жесткости подвески 

(сплошные линии) и с нерегулируемой подвеской  

(пунктирные линии): 
1 – для перемещений; 2 – для ускорений; 3 – оптимальная 

зависимость cотн(ν); 4 – оптимальная зависимость lотн(ν); а – при 

постоянной жесткости ступеней; б – при переменной жесткости 

ступеней 

Например, в пружинных подвесках это продольные коле-
бания пружин, а в цилиндрических пневматических под-
весках – продольные колебания столба газа.  

Наличие закрепленных на пружинах грузов (раздели-
теля основного и дополнительного упругих элементов) 
является причиной возбуждения собственных колебаний 
грузов, что не исключает собственные колебания пружин, 
являющиеся «обертонами» по отношению к колебаниям 
груза. Энергия всех этих колебаний равна энергии, сбра-
сываемой в момент разблокирования части подвески. 

Для затухания высокочастотных частотных колебаний 
необходимо достаточно большое время, поэтому в про-
цессе переключений энергия колебаний будет накапли-
ваться, что в конечном итоге приведет к выходу подвески 
из строя. Во избежание этого в подвесках с мгновенным 
изменением жесткости необходимо использовать специ-
альные демпфирующие устройства или применять мате-
риалы с внутренним демпфированием. 

Проблема высокочастотных вибраций в подвесках с 
мгновенным изменением жесткости и способы гашения этих 
вибраций являются предметом отдельных исследований. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Проведено теоретическое исследование работы подве-

сок с двухступенчатым регулированием жесткости в од-

номассовой колебательной системе при свободных коле-

баниях и при гармоническом возмущении. 
Установлено, что двухступенчатая подвеска с постоян-

ной жесткостью ступеней обладает более высокими потен-
циальными виброзащитными свойствами по сравнению с 
подвеской, имеющей переменную жесткость ступеней.  
Подвеска с переменной жесткостью ступеней в свою оче-
редь обеспечивает хорошие виброзащитные свойства 
лишь в области низкочастотных колебаний. 

Выявлено, что оптимальное соотношение жесткостей 
основного и дополнительного упругих элементов в под-
веске с постоянной жесткостью ступеней составляет 3,0. 

Также установлено, что мгновенное разблокирование 
части упругого элемента в процессе колебаний подрессо-
ренной массы вызывает высокочастотные колебания тела 
упругого элемента и закрепленных на упругом элементе 
грузов. Накопление энергии высокочастотных колебаний 
может привести к выходу из строя не только регулятора 
жесткости, но и подвески в целом. Поэтому подвески с 
мгновенным изменением жесткости требуют использова-
ния специальных демпфирующих устройств. 
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Abstract.   The article dwells upon the detection of potential 

vibration isolation qualities of suspensions with a two-step stiff-

ness control during the oscillation cycle using the example of a 

single mass oscillating system. There are two principal schemes of 

two-step stiffness change of suspension of a vehicle: a suspension 

with constant step stiffness and a suspension with variable step 

stiffness. A comparative study of vibration isolation qualities of a 

single mass oscillating system with a two-step stiffness control 

which corresponds to the abovementioned principal schemes has 

been conducted. As a result of conducted study, the optimal pa-

rameters of suspensions were detected which ensure the stoppage 

of the sprung mass during half of the oscillation cycle when the 

system goes out of the state of equilibrium and when there is no 

kinematic and dynamic disturbance effect. Besides, the optimal 

parameters of suspensions have been detected which ensure the 

minimum deviations of the sprung mass from the neutral posi-

tion, corresponding to the soft suspension, at kinematic sinusoidal 

input. It has been found that the suspension which is based on the 

diagram of two-step stiffness change of a suspension with con-

stant step stiffness, provides higher vibration isolation qualities 

when used in a single mass oscillating system as compared to 

conventional uncontrolled suspension and suspension which is 

based on a two-step stiffness change diagram of suspension with 

variable step stiffness. The issue of high-frequency oscillation of a 

springing element as a result of a switch from higher stiffness to 

lower stiffness has been noted. 

Keywords: vehicle suspension, vibration isolation qualities, 

algorithm, constant and variable stiffness, two-step stiffness 

control.   
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Аннотация. Фланцевые соединения относятся к самым 

распространенным разъемным соединениям, которые ис-

пользуются в различных отраслях промышленности. К та-

ким соединениям предъявляются требования прочности, дол-

говечности и герметичности. Обеспечение данных требова-

ний во многом определяется равномерностью затяжки бол-

тов. Во фланцевых соединениях необходимо стремиться к 

тому, чтобы все болты (шпильки) были затянуты с одинако-

вой силой. Неравномерная затяжка болтов может привести к 

многочисленным негативным последствиям, например, к 

перекосу деталей, неравномерному сжатию прокладки и по-

следующему пропуску продукта, искривлению соединяемых 

деталей, возникновению пластических деформаций крепеж-

ных деталей и даже разрыву болтов или шпилек. Поэтому 

контроль усилия затяжки стальных шпилек и болтов чрез-

вычайно важен для обеспечения надежности соединения, 

причем не только при сборке и монтаже узлов и деталей лю-

бого оборудования, но и во время его эксплуатации. Настоя-

щая статья посвящена изучению и апробированию одного из 

современных и универсальных методов контроля усилия 

затяжки болтов (шпилек) – магнитного, основанного на кон-

троле структурно - чувствительного магнитного параметра – 

остаточной намагниченности металла. Целью настоящих 

исследований является испытание индикатора механическо-

го напряжения металла ИН-01м сканирующего типа для за-

мера усилия затяжки шпилек на реальных объектах во время 

их эксплуатации. 

Ключевые слова: фланцевое соединение, болт, шпилька, 

усилие затяжки, магнитный метод, индикатор механическо-

го напряжения, напряженность поля остаточной намагни-

ченности. 

ВВЕДЕНИЕ 

Фланцевые соединения являются основным видом со-

единений при сопряжении трубопроводов с оборудовани-

ем. Разгерметизация фланцевых соединений приводит к 

опасным последствиям, которые могут завершаться пожа-

ром или взрывом. Поэтому правильный выбор усилия за-

тяжки крепежных элементов и реализация на практике 

является актуальной задачей. 

Ошибки при завинчивании болтовых соединений но-

сят случайный характер и зависят от точности затяжки. 

Отклонения от расчетной затяжки могут приводить как к 

перетяжке, так и к недостаточной затяжке соединения. 

Напряжение в сечении болта при перетяжке вызывает 

разрушение болта. Недостаточная затяжка приводит к 

сдвигу фланцев, раскрытию стыков, нарушению герме-

тичности, протечкам и другим нарушениям, которые впо-

следствии приводят к увеличению затрат на обслуживание 

оборудования, сокращению срока службы, а также к за-

грязнению окружающей среды. Основной причиной пере-

тяжки или недостаточной затяжки является ошибка при 

монтаже, при этом недостаточная затяжка и перетяжка 

имеют равную вероятность. 

 Одним из основных направлений исследований в обла-

сти резьбовых соединений фланцев было и остается со-

вершенствование методов и средств контроля силы затяж-

ки. Обзор литературы показал, что в настоящее время 

применяется много методов, среди наиболее распростра-

ненных такие как: 

- контроль силы затяжки по моменту;  

- контроль силы затяжки по углу поворота болта (гайки);  

- контроль силы затяжки по величине деформации стерж-

ня болта (шпильки);  

- контроль силы затяжки по величине деформации шайбы 

и другие.  

Подробный анализ и сравнение указанных методов 

приведен в работе [1], который показал, что практически  

все методы контроля обладают погрешностью обеспече-

ния требуемой величины силы затяжки, а также недостат-

ки и ограничения в применении.  

Так, например, при использовании метода затяжка с 

контролем величины крутящего момента с помощью пре-

дельных или динамометрических ключей, обеспечивается 

необходимый момент затяжки (Мзат), который  может 

быть выражен в виде суммы трех составляющих 

 Мзат = М1 + М2 + М3 

где М1 – момент, необходимый для создания растягиваю-

щих напряжений в болте; М2 – момент трения в резьбе; Мз 

– момент трения по торцу гайки (или головки болта).  

Однако, как показывают исследования [2], зависимость 

Мзат является функцией коэффициента трения по торцу 

гайки и коэффициента трения в резьбе, которые в реальных 

резьбовых соединениях могут изменяться в пределах от 

0,05 до 0,5, что приводит к погрешности усилия затяжки до 

25%. 

Наибольшее влияние на коэффициенты трения оказы-

вают род материала сопрягаемых деталей, шероховатость 

поверхностей сопряжения, сорт смазки и вид антикорро-

зионного покрытия (оксидирование, цинкование, кадми-

рование, серебрение, омеднение и др.). Поэтому досто-

верность определения необходимого крутящего момента 

* Статья публикуется по рекомендации программного комитета Международной научно-технической конференции "Пром-Инжиниринг" (ICIE-

2017), http://icie-rus.org  
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(точность рассматриваемого способа контроля усилия 

затяжки) будет зависеть от того, насколько принятые для 

расчета коэффициенты трения соответствуют их действи-

тельным значениям. 

Кроме этого, анализ, проведенный нами, показал, что 

рассмотренные методы, в основном, применяются на ста-

дии монтажа (сборки) оборудования и их невозможно 

применить для оценки усилия затяжки во время эксплуа-

тации оборудования без его остановки. Востребованность 

таких методов не вызывает сомнений. Также, на наш 

взгляд, весьма интересны исследования, которые могли 

бы установить зависимость изменения усилия затяжки от 

условий эксплуатации оборудования. Известно, что во 

время работы, при вибрациях, переменной или ударной 

нагрузке может происходить ослабление резьбового со-

единения и самоотвинчивание деталей и, соответственно, 

изменение усилия затяжки, которое невозможно измерить 

указанными выше способами.  

В этом случае возможно применение магнитных мето-

дов контроля, которые успешно применяются для опреде-

ления работоспособности, ресурса и предельного состоя-

ния металла [3-6] 

Наиболее приемлемым методом для решения указан-

ных выше проблем, на наш взгляд, является контроль рав-

номерности затяжки методом остаточной намагниченно-

сти [1] с использованием индикатора механического 

напряжения металла ИН-01м сканирующего типа, по-

скольку он обладает рядом преимуществ перед другими:  

- прибор имеет небольшие размеры, что позволяет приме-

нять его как в цеховых, так и в полевых условиях; 

-  обладает высокой локальностью и производительностью 

магнитного контроля НДС металла; 

- возможен контроль усилия затяжки болтов или шпилек, 

как при монтаже (сборки), так и во время эксплуатации 

оборудования при существенной ограниченности рабоче-

го пространства; 

- имеет небольшую погрешность измерения; 

- прибор имеет широкую область применения и большие 

функциональные возможности (автоматическая регистра-

ция результатов магнитного контроля и запись в электрон-

ную память, передача результатов измерений на персо-

нальный компьютер с программным обеспечением для ана-

лиза, интерпретация и оформления результатов контроля – 

формирование таблиц, графиков и контурных диаграмм. 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ЗАКОНОМЕРНОСТИ МАГНИТНОГО МЕТОДА 

ИЗМЕРЕНИЯ УСИЛИЯ ЗАТЯЖКИ 

Аналитическая зависимость между усилием затяжки 

стального болта (шпильки) F и крутящим моментом М 

имеет следующий вид [7]:  

 M=F [
d

2
(

P

πd
+

μ1

0,866
)+μ

2

D3-d
3

3(D2-d
2
)
]=Fk2 

где  d – средний диаметр резьбы; Р – рабочее усилие; μ1 – 

коэффициент трения в резьбе; μ2 – коэффициент трения 

под фланцем; D – диаметр фланца под гайкой; d1 – диа-

метр отверстия под стальной болт. 

При воздействии крутящего момента в стержне болта 

возникает одноосное напряженное состояние, при кото-

ром усилие затяжки болта и механическое напряжение 

металла связаны между собой соотношением: 

 σ=
4F

πd
2 =

M

Sk2
 

где S – площадь поперечного сечения стального стержня; 

k2 – постоянная.  

Разработчики индикатора механического напряжения 

рассматривают два режима затяжки стального болта: 

- режим затягиваемого болта;  

- режим затянутого болта. 

В работе [1] получены аналитические зависимости 

напряженности поля остаточной намагниченности 

(НПОН) металла стержня от величины момента затяжки 

М для указанных режимов затяжки, которые имеют сле-

дующий вид: 

- для затягиваемой стальной шпильки (болта) 

 Hr(M)=
Hr0

1+
k1M

k2S

 

где постоянная k1=
2μ0λsHr0

(Bs
2-B0

2)TFHc0

.  

- для затянутой стальной шпильки  

 Hr(M)=Hr0 (1+
k1M

k2S
) 

где постоянная k1=
λs

μ0NJs
2 . 

Графическое представление зависимости НПОН от 

крутящего момента в соответствии с формулами (4) и (5) 

представлено на рис. 1.  

 
а 

 
б 

Рис.1. Зависимость напряженности поля остаточной 

намагниченности металла затягиваемого (а) и  

затянутого (б) стального болта от момента затяжки  

 

Как видно из графика (рис. 1, а) для затягиваемой 

шпильки с увеличением крутящего момента НПОН моно-

тонно уменьшается, затем при приближении напряжения 

к пределу текучести снижение существенно замедляется. 

В этом случае, как известно,  достигается оптимальное 

значение усилия затяжки. 

Для затянутой шпильки (рис. 1, б) происходит моно-

тонное возрастание НПОН металла стального стержня при 

возрастании М. 

Магнитный контроль усилия затяжки в режиме затяги-

ваемого стального болта имеет более высокую чувстви-

тельность, чем в режиме затянутого стального болта: 

НПОН (в первом случае уменьшается более чем в 6 раз, в 

то время как величина НПОН в режиме затянутого сталь-

ного болта увеличивается приблизительно на 15 %. 

На рис. 1, б показаны также зависимости, полученные 

для двух точек 1 и 2, которые располагаются на разных 

поверхностях болта: точка 1 расположена над торцевой 

поверхностью стального болта, точка 2 – на боковой по-
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верхности стержня болта. Данные зависимости показыва-

ют, что значения НПОН для двух точек имеет разные зна-

чения, но характер изменения Hr от крутящего момента 

идентичен для этих точек. Это свидетельствует о том, что 

замеры можно производить на разных поверхностях, в 

зависимости от того, какая из них наиболее доступна, что 

также расширяет область применения данного метода. 

Доказано также, что линейные размеры стального болта 

не влияют на результаты магнитного контроля. 

Значения НПОН зависят от магнитных свойств метал-

ла, от геометрических параметров стальной шпильки, бол-

та, а также от линейных размеров намагничивающего 

устройства стержневого типа.  

Анализ формул 4 и 5 показывает, что применение дан-

ного метода может также установить повреждения метал-

ла стального стержня, которые связаны с уменьшением 

площади поперечного сечения металла S. В этом случае 

увеличение крутящего момента М при затяжке стальной 

шпильки должно приводить к более значительному изме-

нению НПОН металла по сравнению с эталонной зависи-

мостью. 

Для количественной оценки усилия затяжки стального 

стержня необходимо иметь предварительно полученные 

на образцах для каждого типоразмера контролируемой 

стальной шпильки (болта) экспериментальные (эталон-

ные) зависимости НПОН металла от величины крутящего 

момента.  

В работе [1] эталонные зависимости получены только 

для одного типоразмера болта – М12 и конструкционных 

материалов Ст3, ВСт3сп, 09Г2С, 17Г1С. 

Поэтому весьма актуально продолжение научных ис-

следований, посвященных получению эталонных зависи-

мостей для различных типоразмеров и материалов сталь-

ных болтов (шпилек), а также изучению влияния различ-

ных факторов, которые могут влиять на магнитные свой-

ства образцов и соответственно на НПОН. Это позволит в 

дальнейшем фиксировать отклонения усилия затяжки от 

расчетных значений и идентифицировать различные по-

вреждения болтов (шпилек).  

УСТРОЙСТВО И ПРИНЦИП РАБОТЫ ИНДИКАТОРА 

МЕХАНИЧЕСКОГО НАПРЯЖЕНИЯ МЕТАЛЛА ИН-01М 

Индикатор механического напряжения металла ИН-

01м является портативным устройством. В основе работы 

лежит зависимость напряженности поля остаточной 

намагниченности металла от механического напряжения 

деформированного (затянутого) или деформируемого (за-

тягиваемого) стального изделия.  

Индикатор механического напряжения металла ИН-

01м работает следующим образом. Сначала необходимо 

затянуть стальной болт с помощью динамометрического 

ключа, приложив незначительный момент силы (напри-

мер, около 10 Нм). Далее намагнитить торцевую поверх-

ность стержня стального болта, установив магнитный по-

люс стержневого намагничивающего устройства и плавно 

удалив его от торцевой поверхности в вертикальном 

направлении. 

Затем необходимо установить преобразователь 3 на 

середину торцевой поверхности болта и зафиксировать 

показания НПОН с жидкокристаллического дисплея элек-

тронного блока 2 (в мТл). Увеличить затяжку стального 

болта с помощью динамометрического ключа на  величи-

ну 10 Нм. Для режима затянутого болта повторить опера-

ции, начиная с намагничивания торцевой поверхности до 

достижения наибольшей величины механического напря-

жения металла стального болта. 

Контроль усилия затяжки для режима затягиваемого 

болта отличается тем, что намагничивание осуществляет-

ся только в начальный момент проведения замеров без 

последующего повторного намагничивания. 

Для количественной оценки усилия затяжки на основе 

показаний индикатора и величины момента силы, прило-

женного при затяжке, строится график зависимости 

НПОН затянутого или затягиваемого стального болта от 

момента силы, который сравнивается с эталонным и дела-

ется вывод, перетянут или недотянут данный болт, име-

ются ли повреждения и т.д. 

Если не имеется эталонной зависимости, то можно 

провести качественный анализ равномерности затяжки 

болтов. 

РЕЗУЛЬТАТЫ ПРЕДВАРИТЕЛЬНОГО ИСПЫТАНИЯ ПРИБОРА   

ИН-01М ДЛЯ ИЗМЕРЕНИЯ УСИЛИЯ ЗАТЯЖКИ БОЛТОВ ВО 

ВРЕМЯ ЭКСПЛУАТАЦИИ ОБОРУДОВАНИЯ 

Предварительные испытания проводились для того, 

чтобы: 

-  подтвердить возможность применения индикатора ме-

ханических напряжений во время эксплуатации оборудо-

вания для проведения исследования усилия затяжки; 

-  провести качественные исследования усилия затяжки на 

всех контролируемых болтах фланцевых соединений ре-

альных объектов.  

Исследования проводились на одном из предприятий 

Башкортостана на биологических реакторах БИОР № 6, 7, 

8, 9, 10, БР-4. Рабочая температура БИОР №7 составляла 

110 °С, остальные реакторы работали при комнатной тем-

пературе.  

Измерения проводили на плоских крышках реакторов 

(БИОР №6, 7, 8, 9, 10), а также на крышке люка-лаза реак-

тора БР-4. Рассматриваемое оборудование и крепежные 

элементы выполнены из материала 12Х18Н10Т. На реак-

торах БИОР №6, 7, 8, 9, 10 установлены болты диаметром 

М20 с шагом резьбы 2,5; на БР-4 – болты диаметром М24 

с шагом резьбы 3.  

Качественная оценка результатов магнитного контроля 

усилия затяжки осуществлялась из-за отсутствия к момен-

ту испытаний предварительно полученной кривой Hr - 

(М) для марки стали, из которых были изготовлены кон-

тролируемые стальные болты.. Было принято, что все по-

казания индикатора механического напряжения металла 

ИН-01м, которые выше +20% от среднего значения, соот-

ветствуют чрезмерному усилию затяжки, показания ниже 

–20% от среднего значения – пониженному усилию за-

тяжки стальных болтов реакторного оборудования. 

В данной научно-исследовательской работе замеры 

проводились в режиме затянутой стальной шпильки, бол-

та. 

Перед проведением исследования болтам был присво-

ен определенный номер.  

Визуальное обследование болтов показало, что неко-

торые болты имеют отверстия на поверхности, а у других 

отверстия отсутствуют. 
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Результаты замеров были обработаны и проанализиро-

ваны в виде таблиц. В качестве примера приведена табл. 1 

для одного из реакторов, а графическое представление для 

исследованных болтов БИОР №6, 7, 8 показано на рис. 2, 

БИОР №9, 10 и БР-4 – на рис. 3. 

 

 

 
 

 
Рис. 2. Показания индикатора механического напряжения 

металла ИН-01м на стальных болтах крепления крышек 

биореакторов БИОР №6, 7, 8 

 

 

 

 
Рис. 3. Показания индикатора механического напряжения 

металла ИН-01м на стальных болтах крепления крышек 

биореакторов БИОР № 9, 10, БР-4 

 

Анализ значений, приведенных рис. 2 и рис. 3, показал, 

что в основном наблюдается равномерная затяжка болтов, 

т.к. отклонение усилия затяжки от среднего значения не 

превышает 20 %. 
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Таблица 1 

Результаты замеров напряженности поля остаточной 

намагниченности болтов БИОР №6 

Номер болта Hr, мТл Наличие отверстия δ, % 

1 5,7 + 7,22 

2 6,13 + 0,22 

3 5,7 + 7,22 

4 8,3 + 35,1 

5 5,1 + 16,99 

6 5,7 + 7,22 

7 4,6 + 25,13 

8 6,9 + 12,31 

9 5,4 + 12,11 

10 8,47 - 37,86 

11 7,26 + 18,17 

12 6,63 + 7,92 

13 5,19 + 15,52 

14 5,73 + 6,73 

15 5,58 + 9,18 

16 5,91 + 3,81 

Среднее 

значение 
6,14 13,92 

где Hr – напряженность поля остаточной намагниченности, δ 

– отклонение от среднего значения 

 

Выявленные в процессе испытаний отклонения от 

средних значений объясняются, на наш взгляд, следую-

щим: 

- болт №1 у БИОР №7 выполнен из другого материала 

(выявлены слабые магнитные свойства), отличного от ма-

териала оборудования (материал реактора – сталь 

12Х18Н10Т); 

- некоторые болты (например, болт №7 у БИОР №6, бол-

ты №4, 8 у БИОР №9, болты №6, 7 у БР-4) не дотянуты 

из-за труднодоступного расположения болтов для затяж-

ки, связанные с наличием дополнительного оборудования 

(штуцера, трубопроводы). Наиболее сильное отклонение 

наблюдалось у БИОР №8.  Поэтому было решено произ-

вести дополнительную затяжку болтов №1 и 2 данного 

реактора, после которой напряженность поля остаточной 

намагниченности болта №1 составила 4,95; болта   №2 – 

5,04, что было близко к среднему значению; 

- болт №10 у БИОР №6, болты № 8, 10-12 у БИОР №8, 

болты №1-3, 11-16 у БИОР №9, болт №6 у БИОР №10 

имеют значения напряженности поля остаточной намаг-

ниченности выше остальных. Это можно объяснить отсут-

ствием отверстия в стержне болта. 

ВЫВОДЫ 

Показано, что большинство традиционных методов 

контроля усилия затяжки фланцевых соединений приме-

нимо, в основном, на стадии монтажа или сборки обору-

дования, кроме того имеют либо большую погрешность 

измерений или ограниченную область применения. 

Для контроля и измерения усилия затяжки болтов 

(шпилек) как в цеховых, так и в полевых условиях, а так-

же как на стадии сборки (монтажа) оборудования, может 

быть применен индикатор механического напряжения 

металла ИН-01м, основанный на магнитном методе изме-

рения напряжений. 

Предварительные испытания индикатора ИН-01м, 

проведенные на производственных объектах во время их 

эксплуатации, показали, что данный прибор может быть 

использован для контроля усилия затяжки на различных 

стадиях жизненного цикла объекта. Это позволит обеспе-

чить  качество сборки изделий, как на этапе монтажа обо-

рудования, так и при реализации технологического про-

цесса, тем самым уменьшится отклонение усилия затяжки 

болтов от оптимального значения, обеспечивающего их 

нормальную работу, повысится надежность и долговеч-

ность эксплуатации таких соединений. 

Необходимо продолжить теоретические и эксперимен-

тальные исследования, направленные на получение ка-

либровочных (эталонных) зависимостей поля остаточной 

намагниченности в зависимости от различных факторов 

(материала и размеров крепежных деталей, условий экс-

плуатации (температуры и др.)),  дефектов резьбовых со-

единений и других факторов, которые могут влиять на 

магнитные свойства объектов. Это необходимо для  того, 

чтобы расширить область применения прибора и усовер-

шенствовать методику его применения.  
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Abstract. Flange joints refer to the most widespread detacha-

ble joints used in various industries. Such joints should be strong, 

durable and leak proof. Compliance with these requirements 

depends largely on the uniformity of bolt tightening. In flange 

joints it is necessary to provide that all bolts (pins) are tightened 

with equal force. Nonuniformity of bolt tightening could lead to 

different negative consequences, for example, to the lack of parts 

alignment, irregular gasket compression and as a result leaking 

of the product, disalignment of connected details, origination of 

fastening details plastic deformations and even breakage of bolts 

or pins. That is why control of steel pins and bolts tightening 

force is very important for the provision of joint reliability and 

not only during assembly and installation of units and details of 

any other equipment but also during its operation. The present 

article is devoted to studying and testing of one of modern and 

universal methods of bolt (pin) tightening force control – magnet-

ic inspection based on structure-sensitive magnetic parameter 

control – remaining magnetic induction of the metal. The aim of 

the present studies is to test the metal mechanical stress indicator 

ИН-01м of scanning type used at real facilities for measuring pin 

tightening force during operation.    

Keywords: flange joint, bolt, pin, tightening force, magnetic 

method, mechanical stress indicator, remaining magnetic 

induction field strength.  
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Аннотация. Широкое использование олова и его сплавов 

в различных областях деятельности человека предопределя-

ет значимую базу вторичного оловосодержащего сырья, ра-

циональная химическая переработка которого может дать 

большой ассортимент химических товаров, находящих про-

мышленный спрос и получаемых в настоящее время более 

сложными в исполнении и требующими специфического 

сырья методами. Это проиллюстрировано примерами окис-

ления металла и его сплавов в присутствии минеральных и 

карбоновых кислот соединениями меди (II) в водных, водно-

солевых, водно-органических и практически безводных ор-

ганических средах в соединения олова (II) и (IV) с последу-

ющим использованием соединений олова (IV) в качестве 

окислителей металла в присутствии стимулирующей добав-

ки молекулярного йода как довольно общего способа изби-

рательного получения средних солей олова (II) при комнат-

ных температурах. При этом установлено, что получаемые 

при окислении металла и бронз смеси солей олова и меди (II) 

являются более эффективными и легко регенерируемыми 

при доступе воздуха окислителями в сравнении с индивиду-

альными соединениями меди (II), в том числе и реактивного 

происхождения. 

Ключевые слова: олово и его сплавы как вторичное 

химическое сырье, способ получения солей олова (II), 

медьсодержащие окислители из вторичного сырья; водные, 

водно-органические и органические среды, стимулирующие 

добавки, трибохимические катализаторы, эффективность. 

ВВЕДЕНИЕ 

Олово относится к широко используемым металлам в 

производстве и других областях практической деятельно-

сти человека [1-4]. Прежде всего, это белая жесть [5] и раз-

личные сплавы [6]. Широкое использование находят и мно-

гие соединения олова. В частности, как восстановители [7], 

катализаторы ряда промышленно важных процессов (пере-

этерификации, дегидрирования, полимеризации и сополи-

меризации, гидролиза, изотопного обмена и т.д.) [8], стаби-

лизации полимерных материалов против действия света и 

тепла [9], в производстве и отделке волокон [10], для по-

вышения гидрофильности полиэфирных тканей [11], в 

гальваностегии [12], для активации поверхности диэлек-

трика [13] и т.д. [14]. 

В настоящее время в работе со вторичным оловосо-

держащим сырьем приходится решать три взаимосвязан-

ных вопроса: как снять олово с вышедшей из употребле-

ния детали (материала), как из снятого олова получить 

конкретный продукт (продукты) и насколько операции по 

указанным направлениям можно объединить в один брут-

то-процесс. Опубликованные данные по окислению бронз 

[15-19] показывают, что последнее вполне реально, а в 

отдельных случаях рационально и менее зависимо от при-

роды материала, его раздробленности, срока службы до 

попадания во вторичное сырье и т.д. 

Первые два вопроса в части подхода и решений всегда 
индивидуальны. Так олово с отходов жести можно сни-
мать механически, с помощью высокой температуры, 
применяя гидрометаллургические и электролитические 
способы, прибегая к воздействию хлора и т.д. [5]. Далеко 
непростые и к тому же излишне индивидуализированы 
способы получения отдельных соединений олова. Осо-
бенно это касается карбоксилатов [20]. Совсем не случай-
но в справочнике химика [21] карбоксилатов олова приве-
дено значимо меньше, чем для других металлов, включая 
и свинец. При этом многие карбоксилаты получают из 
оловоорганических соединений [22, 23]. 

В плане решения третьего вопроса особого внимания 
заслуживают варианты низкотемпературного окисления 
кислородом воздуха в присутствии минеральных и орга-
нических кислот и медьсодержащих окислителей. На дан-
ный момент времени можно говорить об окислении ме-
талла в водных (водно-солевых) и в органических средах 
[24-28]. В водных – это при обработке металла или сплава 
разбавленными и сильно разбавленными растворами од-
ноосновных минеральных кислот (прежде всего соляной и 
азотной) в отсутствие и в присутствии медьсодержащих 
окислителей. Достоинством такой вторичной переработки 
является доступность реагентов, а также простота и мно-
гообразие аппаратурного оформления процесса. Главным 
же недостатком является то, что основным продуктом 

является гидроксид олова (II) SnОхН2О с небольшими 
примесями основных солей типа Sn(OH)A, где A – анион 
кислоты [24,27]. Такой продукт в качестве целевого хими-
ческого продукта большой ценности не представляет. А 
получаемый в присутствии медьсодержащих окислителей 
(оксида, гидроксида, основного карбоната меди (II) и т.д.) 
существенно загрязнен медьсодержащими соединениями 
в степени окисления металла как (II), так и (I). Следова-
тельно, такой вариант переработки оловосодержащего 
вторичного сырья может представлять интерес, если ука-
занный гидроксид можно переработать в индивидуальные 
соединения, причем с приближающейся к 1 степенью пре-
вращения и такой же селективностью, что оказалось 
вполне возможным [27, 28].  

* Статья публикуется по рекомендации программного комитета Международной научно-технической конференции "Пром-Инжиниринг" (ICIE-

2018), http://icie-rus.org  

mailto:millfi@yandex.ru
http://icie-rus.org/


Russian Internet Journal of Industrial Engineering. 2018. Vol. 6, no. 2 

 

 

Машиностроение: сетевой электронный научный журнал. 2018. Том 6, №2 33  
 

Ниже рассматриваются некоторые изученные вариан-

ты быстрой и селективной переработки олова в индивиду-

альные соединения и композиции как продукты соответ-

ствующих процессов, проводимых в органических и слег-

ка обводненных органических средах. 

МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА 

Предлагаемые для рассмотрения процессы проводили 

в бисерной мельнице вертикального типа с высокообо-

ротной (1560 об/мин) мешалкой лопастного типа с шири-

ной лопасти на 2 мм меньше внутреннего диаметра стек-

лянного или пластикового корпуса в присутствии стек-

лянного бисера в качестве перетирающего агента, загру-

жаемого в массовом соотношении с остальной загрузкой 

1:1. Растворителем жидкой фазы обычно был уайт-спирит. 

Реже керосин, о-ксилол и этилцеллозольв. Металл чаще 

всего использовали вторичного происхождения без какой-

либо специальной очистки от присутствовавших на нем 

поверхностных отложений. Металл реактивной чистоты 

использовали лишь в моделях в качестве объектов для 

сопоставительного сравнения и анализа получаемых ха-

рактеристик. Окислителями служили как находящиеся в 

продуктах глубокого окисления олова и бронз соединения 

меди (II), так и некоторые индивидуальные соединения 

меди (II) (чаще всего основные соли Cu(OH)NO3 и 

Cu(OH)Cl [16]) и получаемые специально основные и 

средние соли олова (IV). Кислоты загружали в расчетных 

количествах без предъявления каких-либо требований, 

какое количество перейдет в раствор, а какое останется в 

иной фазе. Соляная, бромоводородная и азотная кислоты 

дозировались в виде концентрированных водных раство-

ров, что в углеводородных средах приводило к образова-

нию дополнительной фазы реакционной смеси. Последнее 

не существенно влияло на получаемые характеристики 

процесса, при этом значимо упрощая его проведение и 

контроль за ходом протекания. Ряд процессов предпола-

гал интенсивный контакт реакционной смеси с воздухом, 

что требовало соответствующих решений в аппаратурном 

оформлении. Принудительные подвод внешнего тепла и 

охлаждение не использовали.  

Рабочая установка и порядок проведения эксперимента 

подробно описаны в работах [17, 18, 29]. 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Примером одностадийной переработки олова в соль 

олова (II) является его окисление солями олова (IV) в при-

сутствии молекулярного йода и кислоты в качестве сти-

мулирующих добавок в соответствии со стехиометриче-

ским уравнением (HA – кислота) 

                       Sn + SnA4    
J2,НА
→     2SnA2      (1) 

Необходимые для этих целей соли SnA4 получали либо 

прямым взаимодействием оксида олова (IV) с кислотой 

[25,26], либо окислением соединений олова (II), получае-

мых из металла при его окислении в водных и водно-

солевых растворах в присутствии кислот [24,27-29], а 

также смесей гидроксида, оксида, основных солей и при-

месей средних солей солями меди (II) в органических сре-

дах [26-29]. При этом заблаговременное получение такого 

окислителя, его выделение, очистка, сушка и хранение в 

определенных условиях совсем необязательная процеду-

ра. Вполне такое получение может быть превращено в 

первый этап комбинированного брутто-процесса, в кото-

ром основной этап (1) будет проводиться в реакционной 

смеси первого этапа после ввода в нее соответствующих 

количеств металла и стимулирующих добавок J2 и HA. 

При этом HA может и не вводиться, если она осталась в 

реакционной смеси после завершения первого этапа. 

Пример такого подхода приведен на рис. 1. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Кинетические кривые расходования кислоты на 

взаимодействие с SnO2 (а) и накопления соли олова (II) (б) 

после добавления в реакционную смесь первого этапа 

10% от ее массы металлического олова и 0,05 моль/кг йо-

да; начальные загрузка (моль/кг) SnO2 – 0,25; кислота:  
1 – фтороводородная, 2 – пальмитиновая, 3 – себациновая, 4 – 
сульфосалициловая; растворитель уайт-спирит; температура 

21±2˚C (1,3,4) и 45±2˚C (2) 

 

Растворитель объемной фазы подбирался таким обра-

зом, чтобы в нем конечный продукт был бы плохо раство-

римым и накапливался преимущественно в суспендиро-

ванном состоянии. Это существенно облегчало выделение 

такого продукта и его последующую обработку (очистку, 

сушку и т.д.). Из изученных наиболее распространенным 

и удачным был уайт-спирит. Небольшие добавки воды в 

нем (при вводе концентрированных соляной и бромоводо-

родной кислот в качестве реагента HA) существенного 

отрицательного влияния в рассматриваемом плане не ока-

зывали. Последнее отсутствовало и в тех случаях, когда 

при получении SnA4 использовался трибохимический ка-

тализатор, который оставался в зоне реакции при прове-

дении процесса по представленному на рис. 1 типу. 

Сведения о полученных указанным способом солях 

олова (II) приведены в табл. 1. 

Из табл. 1 видно, что каких-либо серьезных препят-

ствий со стороны природы реагентов для получения солей 

олова (IV) на данный момент времени не выявлено. Иное 

дело, если процесс проводить с получением SnA4 как пер-

вой стадии брутто-процесса. Здесь такие ограничения 

встретились. В частности, при использовании соляной 

кислоты в рассматриваемом варианте получается не SnCl4, 

а H2SnCl6, которая (подтверждено экспериментально) вы-

полнить обозначенную роль по схеме (1) не может. По-

этому приходится действовать обходным путем, например 

по схеме (2) + (3) + (4): 

               SnO2 + 2HCl
Kat1
→  Sn(OH)2Cl2                         (2) 

Sn + Sn(OH)2Cl2
J2
→ 2 xSn(OH)Cl + y(SnCl2 + Sn(OH)2),(3) 

где Sn(OH)Cl + SnCl2 + Sn(OH)2 − ПрРС3, a x + y = 1 

                     ПрРС3 + HCl
Kat2
→   SnCl2                                  (4) 
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Таблица 1 

Сопоставительная длительность практически 100%-ного 

расходования окислителя SnA4 при проведении процесса 

по схеме (1) и с включением приготовления окислителя в 

первый этап брутто-процесса: X0SnA4= 0,25 моль/кг; тем-

пература 21±2˚C (* - 145±2˚C) 

Продукт –  

соль олова (II) 

кислоты 

С предвари-

тельным  

получением 

SnA4 

С получением SnO2 по ходу 

процесса 

𝜏𝛼𝑆𝑛𝐴4→1, 

мин 

трибохимический 

катализатор 

𝜏𝛼𝑆𝑛𝐴4→1, 

мин 

Фтороводородной 145 п-Аминоазобензол 180 

Бромоводородной 110 - - 

Йодоводородной 85 - - 

Азотной 105 Бензидин 95 

Муравьиной 250 - - 

Уксусной 285 - - 

Трихлоруксусной 100 п-Аминофенол 105 

Пропионовой 320 - - 

Фенилуксусной 165 п-Аминофенол 135 

Гидрокоричной 130 Бензидин 140 

Стеариновой 170 п-Аминоазобензол* 130 

Коричной 115 Бензидин 105 

3-Окси-4-метокси- 

коричной 
105 - - 

Бензойной 80 Нет 90 

о-Хлорбензойной 150 - - 

п-Нитробензойной 140 - - 

м-Нитробензойной 155 - - 

Салициловой 185 п-Аминоазобензол 165 

п-Оксибензойной 115 - - 

5-Амино-салициловой 120 - - 

Ацетилсалициловой 115 - - 

Антраниловой 175 - - 

п-Аминобензойной 235 - - 

N-фенил-антраниловой 85 п-Аминоазобензол 100 

Анисовой 145 - - 

Галловой 117 - - 

Себациновой 105 п-Аминоазобензол 105 

Он, естественно, более длинный. Но тем не менее ста-

дии (3) и (4) могут быть реализованы в одной и той же 

реакционной смеси, в одном и том же реакторе последо-

вательно без выделения, очистки и сушки солей ПрРС3. 

Характеристики такого варианта иллюстрируются данны-

ми рис. 2. 

Соединения SnA2, Sn(OH)2A2, SnA4, Sn(A1)2(A2)2 или 

их смеси в разном количественном соотношении могут 

быть получены и путем окисления гидроксида, оксида 

олова (II) или их смесей со Sn(OH)A и SnA2 соединениями 

меди (II) как индивидуальными, так и в смеси с оловосо-

держащими продуктами, получаемыми предварительно 

при окислении олова и бронз в присутствии соединений 

меди (II) и кислорода воздуха. Здесь сочетаются и пересе-

каются три важных проблемы:  

1) – в качестве окислителя используются продукты других 

окислительных процессов, т.е. последние приобретают 

область использования, причем довольно широкую, что 

предопределяет целесообразность получения таких про-

дуктов, т.е. проводить окисление медьсодержащих спла-

вов и вторичного сырья при механической обработке их и 

самой меди;  

2) – как окислители указанные продукты во многих случа-

ях оказываются значительно более эффективными, что 

предопределено их природой, участием и регенерацией в 

макроциклической стадии типа 

 
В хорошо отлаженном процессе число циклов указанных 

стадий 30-50. Следовательно для таких процессов требу-

ется не стехиометрические количества окислителя, а в 50-

100 раз меньшие. Достигнутый в этом направлении пре-

дел пока составляет 10-3 моль/кг, что вполне коррелирует 

с каталитическими количествами. При этом в ряде случа-

ев продукты конкретного процесса окисления металла или 

сплава, проведенного при повышенных начальных содер-

жаниях медьсодержащего окислителя (малахита, оксида 

меди (II) и т.д.) в дальнейшем могут быть использованы в 

качестве окислителей повторных вариантов обозначенно-

го процесса (рис. 3-5); 

3) – Повторное использование продуктов ранее проведен-

ного процесса всегда сопровождается уменьшением со-

держания медьсодержащих соединений в продуктах, что 

вполне можно расценивать как эффективный этап очистки 

оловосодержащих продуктов от медьсодержащих. 

 
Рис. 2. Степень превращения реагента в недостатке в про-

дукт(ы) при взаимодействии 0,025 моль оксида олова (IV) 

с 0,055 моль хлороводородной кислоты в уайт-спирите в 

присутствии 10-2 моль/кг NH2OHHCl (1), далее выделен-

ной, промытой и идентифицированной основной соли 

Sn(OH)2Cl2 с металлом (13% от остальной загрузки) в том 

же растворителе в присутствии 0,05 моль/кг молекулярно-

го йода (2) с отделением твердых продуктов (соединений 

Sn (II)) и вводом их в контакт в уайт-спирите с 0,55 

моль/кг хлороводородной кислоты в присутствии 10-2 

моль/кг п-аминоазобензола с получением SnCl2 как целе-

вого продукта (3) с избирательностью по трем стадиям ~ 

98%; температура 21±2˚C 
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Полученные и частично приведенные выше экспери-

ментальные данные показывают, что обозначенные пере-

сечения и сочетание проблем в ряде случаев предопреде-

ляют вполне приемлемые для практического использова-

ния варианты. При этом нет никаких оснований утвер-

ждать, что они все выявлены на данный момент времени. 

 

 
Рис. 3. Кинетические кривые накопления соединений оло-

ва (II) при окислении 15% от остальной загрузки металла 

в 0,53 моль/кг водном растворе азотной кислоты в присут-

ствии 0,03 моль/кг суспендированного малахита (1), а 

также в аналогичных условиях в присутствии продуктов 

процесса поз. 1 в количествах, обеспечивающих содержа-

ние, медьсодержащих соединений в загрузке                  

810-3 (2),  2,410-3 (3) и 8,910-4 моль/кг; температура 21±1˚C 

 

 

 
Рис. 4. Кинетические кривые накопления соединений олова 

(II) при окислении металла в условиях в подписи к рис. 3 

при использовании в качестве медьсодержащих окислите-

лей в количестве 510-3 моль/кг продуктов окисления:  
1 – бронзы в присутствии смеси бензойной и азотной кислот; 2 – 

бронзы в присутствии салициловой и соляной кислоты; 3, 4 – 

продуктов взаимодействия CuO с бензойной (3) и о-

хлорбензойной (4) кислотой с тиомочевиной в качестве катали-

затора 

 

 

 

Рис. 5. Степень превращения соединений олова (II) в со-

единения олова (IV) при их окислении продуктами окис-

ления: олова в водных растворах азотной кислоты мала-

хитом (1), бронзы (2) и латуни (3) оксидом меди (II), а 

также меди гидроксидом меди (II); X0
Sn2+

=0,85 (1-3) и 

0,92 моль/кг, растворитель уайт-спирит, кислота – бен-

зойная; температура 21±2˚C 

ВЫВОДЫ 

1. Установлено, что вторичное оловосодержащее сы-

рье может быть источником для получения большого ас-

сортимента не только основных и средних солей одноос-

новных минеральных кислот, но и карбоксилатов, причем 

как в одностадийных, так и многостадийных преимуще-

ственно окислительно-восстановительных процессах, т.е. 

как без выделения, так и с выделением, очисткой и суш-

кой промежуточных продуктов. 

2. Обосновано, что общим методом получения средних 

солей олова (II) является избирательное окисление олова 

средними солями олова (IV) в присутствии молекулярного 

йода и соответствующей аниону соли (IV) кислоты в ка-

честве стимулирующих добавок. Данный способ реализо-

ван как в одностадийном, так и двухстадийном вариантах. 

3. Показано, что содержащие соединения меди твердые 

продукты окисления олова, бронзы, латуни и самой меди 

без какого-либо изменения состава вполне могут быть 

использованы в качестве эффективных окислителей олова 

и его различных соединений в степени окисления (II), 

причем в гораздо меньших количествах в сравнении с ма-

лахитом, оксидом и гидроксидом, а также основными и 

средними солями реактивной чистоты. Это значительно 

расширяет возможности целенаправленного использова-

ния этих продуктов как вторичного сырья. 

4. Важно и интересно то, что все рассмотренные про-

цессы с использованием вторичных оловосодержащего и 

медьсодержащего сырья в отдельных случаях приводит к 

получению конкретных целевых продуктов с приближа-

ющимися к 1 выходами и избирательностями и к тому же 

при близких к комнатным температурах, т.е. без исполь-

зования как принудительного подвода внешнего тепла, 

так и принудительного охлаждения. 
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