
Машиностроение: 

сетевой электронный 

научный журнал Russian Internet Journal of 

Industrial 
Engineering

2017, том (volume) 5, №1

www.indust-engineering.ru

ISSN  2310-0818





Russian Internet Journal of Industrial Engineering. 2017. Vol. 5, no. 1 

 

 

Машиностроение: сетевой электронный научный журнал. 2017. Том 5, №1 2  
 

 

СОДЕРЖАНИЕ / CONTENTS 
Кравчук А.С., Кравчук А.И.  

Общие уравнения пространственной и плоской 

задач механики твердого тела в случае                      

использования модели квазиупругого                        

поведения изотропного вязкоупругого материала…. 

 

 

 

 

3 

 Kravchuk A.S., Kravchuk A.I. 

The general equations of spatial and planar                       

problems of solid mechanics in the case                                         

of the model of quasielastic behavior                                          

of isotropic viscoelastic material………………………. 

 

 

 

 

3 

     

Барков Л.А., Самодурова М.Н., Латфулина Ю.С.  

Универсальные станы с многовалковыми калибрами 

конструкции ЮУрГУ и их валковые узлы …………...  

 

 

11 

 Barkov L.A., Samodurova M.N., Latfulina Yu.S. 

Universal mills with multiroll passes designed by 

SUSU and their roller assemblies.................................... 

 

 

11 

     

Иванина И.В. 

Исследование точности нарезания резьб метчиками.. 

 

18 

 Ivanina I.V. 

The investigation of precision tapping............................ 

 

18 

     

Ефанов Д.Е. 

Аналитическая реконфигурация системы 

управления полетом воздушного судна  

с сохранением заданных характеристик 

устойчивости.................................................................. 

 

 

 

 

23 

 Efanov D.E. 

Analytical reconfiguration of the flight control system 

of the aircraft maintaining the specified characteristics 

of stability........................................................................ 

 

 

 

23 

     

Кравчук А.С., Кравчук А.И., Лопатин С.Н. 

Общее решение второй основной задачи                             

для упругого кольца при нулевых главных                

векторах сил, приложенных к его границам………... 

 

 

 

35 

 Kravchuk A.S., Kravchuk A.I., Lopatin S.N. 

General solution of second fundamental problem                  

for the elastic ring with zero principal vector                                   

of the forces applied to its boundary............................... 

 

 

 

35 

     

Филимонов А.В. 

Анализ безопасности при падении тяжелого 

самолета на АЭС в результате авиационной 

катастрофы...................................................................... 

 

 

 

45 

 Filimonov A.V. 

The security consideration for the Fall of a heavy 

aircraft at the nuclear power plant as a result                     

of the plane crash……..................................................... 

 

 

 

45 

     

Гаджиев М.Г., Коробка В.В.,  

Рябченко В.Н., Шаров Ю.В. 

Дискретные и непрерывные алгоритмы 

идентификации электроэнергетической системы        

в пространстве состояний……………………………. 

 

 

 

 

57 

 Hajiyev M.H., Korobka V.V.,  

Ryabchenko V.N., Sharov Yu.V.  

Discrete and continuous identification algorithms                

of the power electric systems in the state space.............. 

 

 

 

57 

     

Гаджиев М.Г., Мисриханов М.Ш., Рябченко В.Н. 

Управляемость, наблюдаемость и устойчивость 

электроэнергетических систем (обзор авторских 

результатов).................................................................... 

 

 

 

72 

 Hajiyev M.H., Misrikhanov M.Sh., Ryabchenko V.N. 

Controllability observability and stability of electric 

power systems (rewiew copyright results)…………...... 

 

 

72 

     

__________________ 



Russian Internet Journal of Industrial Engineering. 2017. Vol. 5, no. 1 

 

 

Машиностроение: сетевой электронный научный журнал. 2017. Том 5, №1 3  
 

Общие уравнения пространственной и плоской 

задач механики твердого тела в случае исполь-

зования модели квазиупругого поведения 

изотропного вязкоупругого материала

Кравчук А.С., Кравчук А.И. 

Белорусский государственный университет,  
г. Минск, Беларусь 

ask_belarus@inbox.ru, anzhelika.kravchuk@gmail.com 
 

Аннотация. При решении прикладных задач механики 

твердого тела существующие методы экспериментальной 

идентификации реологических свойств для нормальных 

компонент деформаций и напряжений позволяют решить 

задачи исключительно для наиболее простого и, на взгляд 

авторов, наиболее адекватного частного случая уравнений 

вязкоупругости – квазиупругости, когда два ядра в записи 

уравнений вязкоупругости Старовойтова совпадают, что со-

ответствует применению гипотезы Арутюняна о постоянстве 

(независимости от времени) коэффициента Пуассона в 

наследственной части уравнений Ржаницына. Исследованию 

именно этого случая вязкоупругости и посвящена данная 

статья – рассматривается преобразование общих уравнений 

состояния в квазиупругом случае. Установлено, что при ис-

пользовании гипотезы о том, что перемещения малы по 

сравнению с геометрическим размерами тел, и при отсут-

ствии объемных сил при решении задачи в напряжениях (при 

постоянных краевых условиях) или в перемещениях (при 

постоянных краевых условиях), в первом случае будет проис-

ходить ползучесть без релаксации, а во-втором – релаксация 

без ползучести. Присутствие объемных сил при решении ди-

намических задач или краевых задач для массивных тел поз-

воляет получить в твердом теле и релаксацию, и ползучесть 

при решении любой краевой задачи. Кроме того, решение 

смешанных задач твердого тела гарантирует проявление в 

твердом теле двух взаимно обусловленных процессов (и пол-

зучести, и релаксации). Одним из вариантов получения в 

решении любой краевой задачи обоих процессов является 

отказ от гипотезы о неизменности границы (малости переме-

щений) твердого тела при приложении нагрузки. Установле-

но, что в случае использования бигармонического уравнения 

для двумерных задач при постоянных краевых условиях по 

напряжениям и гипотезы малости изменения границы твер-

дое тело находится также в условиях чистой ползучести. Этот 

результат позволил предложить новую схему испытаний на 

ползучесть образцов в виде толстостенных труб, находящихся 

под внутренним давлением. Особенно эффективной данная 

схема испытаний представляется при исследованиях высоко-

температурной ползучести материалов. 

Ключевые слова: квазиупругость, наследственная 

вязкоупругость, ядро ползучести, релаксация. 

ВВЕДЕНИЕ 
Не смотря на большое число публикаций, посвящен-

ных вязкоупругому поведению материалов [1, 2], до 
настоящего времени в литературе практически отсутство-
вали попытки исследователей применить наследственную 
теорию вязкоупругости к решению двумерных приклад-
ных задач. 

Кроме того, необходимо отметить, что общие уравне-
ния вязкоупругости, записанные через девиаторы напря-
жений и деформаций, дают возможность рассмотрения 
фактически трех вариантов поведения вязкоупругих тел: 
квазиупругости (когда два ядра совпадают 

      ,,, 21 ttt  ), вязкоупругого поведения мате-

риала с чисто упругой объемной деформацией (ядро пол-
зучести в уравнении объемной деформации равно нулю 

  0,2  t ), и, собственно, вязкоупругости в общей по-

становке (когда оба ядра ползучести в уравнениях состоя-
ния отличны друг от друга и не равны нулю). 

Отметим, что гипотеза о чистой упругости объемной 

деформации (   0,2  t ) выглядит совершенно искус-

ственно, т.к. если вязкоупругость присутствует во всех 
уравнениях для нормальных компонент деформаций, то 
по принципу суперпозиции она должна присутствовать и 
в объемной деформации. Причем с тем же ядром, что и 
для нормальных компонент. 

Отметим, что, несмотря на то, что в любой из полных 
записей наследственных уравнений [1, 2] присутствует два 
различных ядра ползучести, но по стандартизированным 
испытаниям на ползучесть определяется только одно ядро 
– для нормальных компонент деформаций и напряжений.  

Второе ядро в случае уравнений Ржаницына [1]  долж-
но определяться по изменению поперечного сужения об-
разца (т.е. изменению коэффициента Пуассона), а в случае 
уравнений Старовойтова [2] – по изменению объемной 
деформации. Хотя определение второго ядра по измене-
нию поперечного сужения при растяжении (уравнения 
Ржаницына [1]) не стандартизировано, но оно представля-
ется наиболее простым в организации измерений по срав-
нению с измерением объемной деформации твердого тела. 

Таким образом, при решении прикладных задач меха-
ники твердого тела существующие методы эксперимен-
тальной идентификации реологических свойств позволя-
ют решить задачи исключительно для наиболее простого 
и, на взгляд авторов, наиболее адекватного частного слу-
чая уравнений вязкоупругости – квазиупургости [1],  ко-
гда два ядра в записи уравнений Старовойтова совпадают 

      ,,, 21 ttt  , что соответствует применению 

гипотезы Арутюняна о постоянстве (независимости от 
времени) коэффициента Пуассона в наследственной части 
уравнений Ржаницына [3]. 

Исследованию именно этого случая вязко упругости и 
посвящена рассматриваемая статья. 

mailto:ask_belarus@inbox.ru
mailto:anzhelika.kravchuk@gmail.com
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УРАВНЕНИЯ СТАРОВОЙТОВА НАСЛЕДСТВЕННОЙ 

ВЯЗКОУПРУГОСТИ 

Главной трудностью при решении задач вязкоупруго-

сти является расшифровка соответствующих операторов и 

их композиций. Поэтому авторы выбрали наиболее общие 

уравнения вязкоупругости, в которых понятно, с помо-

щью каких именно опытов можно переделить те или иные 

ядра ползучести.  

Запишем общие уравнения вязкоупругости [2, 4, 5] с 

использованием компонент деформаций по Коши в Де-

картовой системе координат  3,2,1 xxx  в развернутом 

виде: 
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     
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где 
 


12

E
G  – мгновенный модуль сдвига;   - мгно-

венный коэффициент Пуассона; E  – мгновенный модуль 

упругости; 
 


213

E
K  – мгновенный модуль объем-

ной деформации;  ,ti  – ядра ползучести. 

Отметим, что не удобно непосредственно использовать 

(1)-(3) при аналитическом решении краевых задач. По-

этому проведем предварительные преобразования и при-

ведем к уравнениям, близким к обобщенному закону Гука. 

КВАЗИУПРУГИЕ УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ 

С точки зрения авторов наиболее адекватные, а с дру-

гой стороны, достаточно простые уравнения вязкоупруго-

сти можно получить, используя гипотезу о равенстве ядер 

      ,,2,1 ttt   в (1)-(3).  

Уравнения, полученные в данном разделе, соответ-

ствуют уравнениям, полученным ранее в литературе с 

использованием гипотезы Арутюняна о равенстве мгно-

венного коэффициента Пуассона и коэффициента Пуассо-

на в наследственной части уравнений состояния ([1], с. 

140-141; [3], стр. 74).  

Перепишем уравнение (1): 
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Далее выполним замену в (4) с помощью уравнения (3) 

и результат перенесем влево: 
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Далее из (5) получаем: 
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Отметим, что (6) представляет собой известное урав-

нение, в левой части которого записано выражение с ис-

пользованием коэффициентов Ляме в стандартной записи 

закона Гука ([5], стр. 15): 
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Умножим уравнения (8) и (9) на   и вычтем из урав-

нения (7) получаем: 
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121

2

1121

121

2

1121

121

2

1211

0

332211

332211

33

2

22

2

11

2










































dt

ttt

t
EEE

t
EEE

t
EEE

t

 


























































































 

Приведя коэффициенты в (10), окончательно получаем 

первое уравнение состояния для нормальных компонент 

напряжений  tii  ( 3,..,1i ) и деформации  t11 : 

     33221111
1

 
E

t  

где линейный оператор   для произвольной непрерыв-

ной функции  tf  имеет вид: 

          dtftff

t

 

0

,  

Совершенно аналогично из (7)-(9) получаются осталь-

ные два уравнения для нормальных компонент напряже-

ний  tii  ( 3,..,1i ) и деформаций  t22  и  t33 : 

     33112222
1

 
E

t  

     11223333
1

 
E

t  

Таким образом, уравнения (11), (13), (14), дополнен-

ные системой уравнений (2) для сдвигов  tij  и касатель-

ных напряжений  tij  ( ji  , 3,..,1, ji ): 

    ijij
G

t  
1

 

составляют полную систему уравнений вязкоупругости 

для изотропного квазиупругого тела. 

Отметим, что уравнения неразрывности деформаций и 

уравнения равновесия полностью сохраняют свой вид с 

точностью до замены  zyxij ,,  и  zyxij ,,  на 

 tzyxij ,,,  и  tzyxij ,,, , т.е. добавления параметра 

время t  в список переменных. 

К ВОПРОСУ ОБ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОМ ОПРЕДЕЛЕНИИ ЯДРА 

ПОЛЗУЧЕСТИ В КВАЗИУПРУГОМ СЛУЧАЕ ВЯЗКОУПРУГОСТИ 

Рассмотрим цилиндрическую систему координат 

 ,,rz . Будем считать, что цилиндрический образец из 

изотропного квазиупругого материала растягивается 

вдоль z0  (которая является осью симметрии образца) 

постоянным напряжение zz  (остальные напряжения 

равны нулю), тогда по аналогии с (11)-(15) получаем, что 

сдвиги равны нулю, а нормальные деформации определя-

ются напряжениями: 

    
















  


 dt
E

t

t

zz
zz

0

,1 ,  

    



















  


 dt
E

t

t

zz
rr

0

,1 ,  

    



















  


 dt
E

t

t

zz

0

,1 .  

Таким образом, в квазиупругом случае ядро ползуче-

сти однозначно определяется по результатам стандартных 

одноосных испытаний цилиндрических образцов на пол-

зучесть при растяжении/сжатии. 

С другой стороны, полученные выражения в случае 

одноосного растяжения свидетельствуют, что для казиу-

пругости могут быть определены разностные (т.е. 

     tt 0, ) или вырожденные ядра 

(      


 11, 
d

d
tt ). 

УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ ПРИ ОТСУТСТВИИ ОБЪЕМНЫХ СИЛ 

В ВЯЗКОУПРУГОМ СЛУЧАЕ 

Уравнения равновесия формально не изменяются при 

рассмотрении ползучести и при отсутствии массовых сил 

имеют вид ([4], стр. 24; [5], стр. 96): 

   0

3

1

 , 
j

jij t  

Запятая в индексе указывает на дифференцирование по 

переменной с индексом, записанным после запятой. Авто-

ры позволили себе в записи системы (16) – это не пользо-

ваться «спящим» индексом, который, по их мнению, 

нарушает читаемость. 

УРАВНЕНИЯ НЕРАЗРЫВНОСТИ ДЕФОРМАЦИЙ В 

ВЯЗКОУПРУГОМ СЛУЧАЕ 

Запишем уравнения неразрывности деформаций в тен-

зорном виде в терминах деформаций по Коши ([5], стр. 

100-101): 

       0,,,  ttt ijijiijjjjii   3,..,1, ji  ji   

          02 ,,,,,  tttt jkiiijkiijkkij   

  3,..,1,, kji  kji   

ВЫВОД УРАВНЕНИЙ БЕЛЬТРАМИ-МИЧЕЛЛА                                                    

В КВАЗИУПРУГОМ СЛУЧАЕ 

Выберем первое уравнение из системы (17): 

       012,1211,2222,11  ttt   

Подставим в него  t11 ,  t22 ,  t12 , из формул 

(11)-(15) и, сократив на E1 , получаем: 



 
 

   .012 12,12

11,1111,3311,22

22,3322,2222,11













 
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Очевидно, что из (19) следует, что можно опустить 

оператор   и получить известное уравнение: 



      
      

   .12 12,12

11,1111,3311,22

22,3322,2222,11

t

ttt

ttt













 

Далее используются уравнения равновесия (16). По-

вторяя известный план вывода уравнений Бельтрами-

Мичелла без изменений, опуская для каждого из уравне-

ний оператор   ([5], стр. 106-109), можно получить ре-

зультирующую систему: 

       031 ,  tt ijij   3,..,1, ji  

где  
     

3

332211 ttt
t





 ;   – оператор Лапласа. 

Таким образом, система (20) свидетельствует о том, 

что при решении пространственной задачи в напряжениях 

без учета массовых сил полученное решение будет физи-

чески не определено, т.к. требует задания на границе тела 

искусственной программы изменения напряжений, не свя-

занных с реологическими параметрами тела, для которого 

решается краевая задача. И, если эта программа сводится 

к заданию постоянных напряжений, то решаемая задача 

приобретает вид чистой ползучести рассматриваемого 

твердого тела без релаксации его напряженного состоя-

ния. 

Однако учет массовых сил, например, при решении за-

дач геомеханики с учетом силы тяжести или динамики 

твердого тела, позволят рассмотреть одновременно как 

ползучесть, так и релаксационные процессы в твердом 

теле с использованием наиболее простой модели вязко-

упругости, такой как квазиупругость. 

ВЫВОД УРАВНЕНИЯ ЛЯМЕ ДЛЯ КВАЗИУПРУГОГО СЛУЧАЯ 

Предварительно обратим (в смысле интегрального 

оператора) систему (6) и (15): 

 
    

 















 

332211
1

1211










EE
t iiii  (21) 

( 3,..,1i ), 

   ijij Gt  1  ( ji  , 3,..,1, ji ), 

где 1  – оператор релаксации, такой что 

         dtRftff

t

 

0

1 , ;  tf  – функция времени; 

 ,tR  – ядро релаксации. 

Выпишем первое уравнение равновесия (16) в случае 

отсутствия объемных сил: 

      03,132,121,11  ttt  . 

Подставим в него напряжения, обращая (11)-(16) с ис-

пользованием формально обратного оператора релаксации 

1 . Уравнения равновесия примут вид: 

   02 3,132,121,11
1   , 

где 
  









211

E
, 

 





12

E
G , 

332211   . 

Обращая оператор в (22), можно получить известное 

уравнение: 

         02 3,132,121,11  tttt  . 

Подставляем выражения для деформации по Коши 

iiii u ,  ( 3,..,1i ), ijjiij uu ,,   ( ji  , 3,..,1, ji ), и 

действуя далее по общеизвестному плану ([5], стр. 109-

110) можно получить, что из первого уравнения равнове-

сия следует: 

       011,  tut , 

где   – оператор Лапласа. 

Сделав такие же преобразования в других уравнениях 

равновесия получим систему из трех уравнений называе-

мую в литературе уравнениями Ляме: 

       0,  tut ii  ( 3,..,1i ). 

Из (24) видно, что если решать краевую задачу вязко-

упругости для квазиупругого тела в перемещениях, то 

результат будет аналогичен предыдущему случаю с той 

лишь разницей, что при постоянных граничных условиях 

по перемещениям исследователь получит чистую релак-

сацию в твердом теле без ползучести. 

Однако в случае решения задач с ненулевыми объем-

ными силами в теле будет происходить и ползучесть и 

релаксация. 

ЗАМЕЧАНИЯ ПО РЕШЕНИЮ СМЕШАННЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 

ДЛЯ КВАЗИУПРУГОСТИ 

Особняком стоят решения смешанных краевых задач 

твердого тела в случае квазиупругости – в этом случае 

даже при отсутствии массовых сил на части границы бу-

дут заданы условия по напряжениям, а на другой части по 

перемещениям и неизбежно даже при постоянной во вре-

мени границе раздела краевых условий, в решении будет 

происходить и ползучесть, и релаксация.  

КВАЗИУПРУГИЕ УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ В СЛУЧАЕ РЕШЕНИЯ 

ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ ВЯЗКОУПРУГОСТИ 

В случае изотропного твердого тела в плоском случае 

можно получить: 

- для плоского напряженного состояния (   033 t ): 

    221111
1

 
E

t , 

    112222
1

 
E

t , 

    1212
1

 
G

t ; 

- для плоской деформации (   033 t ): 

     221111 1
1




 



E

t , 

     112222 1
1




 



E

t , 

    1212
1

 
G

t . 

Вид формул (25) и (26) позволяют без труда применить 

их к решению плоских задач вязкоупругости для квазиу-

пругих тел. 
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ВЫВОД БИГАРМОНИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ В ДЕКАРТОВОЙ 

СИСТЕМЕ КООРДИНАТ ДЛЯ ВЯЗКОУПРУГОГО СЛУЧАЯ В ВИДЕ 

КВАЗИУПРУГОГО МАТЕРИАЛА 

Рассмотрим вывод бигармонического уравнения в де-

картовых координатах. Будем использовать тензорный 

вариант записи уравнений [2].  

Как уже отмечалось выше, уравнение неразрывности в 

плоском случае вязкоупругости будет иметь стандартный 

вид ([5], стр. 33): 

      ttt 12,1211,2222,11    

также как и уравнения равновесия для вязкоупругого тела 

в случае отсутствия массовых сил ([5], стр. 33): 

     012,12,  ttiiii   2,1i  

Используем, например, уравнения состояния в форме 

(25). Подставляя их в (27) получаем: 


   

    .12 12,12

11,112222,2211








 

Будем использовать гипотезу о перестановочности 

оператора   и операций дифференцирования по коорди-

натам, тогда (29) можно переписать: 


   

   .012 12,12

11,112222,2211








 

Так как оператор   обратим и   001 
, то получа-

ем, что для любого фиксированного времени t  выполнено 

известное равенство ([5], стр. 33): 


         

   .12 12,12

11,112222,2211

t

tttt








 

Используя далее уравнения равновесия (28), в соответ-

ствии с известным планом ([5], стр. 34-35) можно полу-

чить уравнения совместности в напряжениях в случае 

плоского напряженного состояния: 


       

     ,02211

22,2211,2222,1111,11





tt

tttt




 

где   – оператор Лапласа в декартовой системе координат. 

Отметим, что использование в преобразованиях урав-

нений состояния плоской деформации (26) приводит к 

такому же уравнению (32). 

Используя стандартную в двумерном случае гипотезу 

о существовании такой функции  tyx ,, , что выполнены 

равенства ([5], стр. 36): 

    tyxtyx ,,,, 22,11    

    tyxtyx ,,,, 11,22    

    tyxt ,,12,12    

можно установить, что  tyx ,,  для любого фиксирован-

ного времени t  будет удовлетворять бигармоническому 

уравнению по координатам ([5], стр. 36): 


     

.0

2 2222,1122,1111,







 ttt
 

Присутствие в  tyx ,,  параметра времени t  и отсут-

ствие каких-либо операций по этому параметру свидетель-

ствует о том, что решение задачи вязкоупругости в случае 

использования уравнений квазиупругости полностью сов-

падает с решением, полученным в упругом случае с точно-

стью до замены постоянных коэффициентов, используе-

мых в решении, на функции, зависящие только от времени, 

которые также вычисляются по краевым условиям. 

Таким образом, решение двумерной задачи в напряже-

ниях физически будет не полностью определено, т.к. 

априорно не известен закон изменения напряжений на 

границе. Отметим, что если краевые условия постоянны 

по t , то решение такой задачи даст двумерном случае, по 

определению, чистую ползучесть двумерного объекта, у 

которого будет полностью отсутствовать релаксация. 

ПРОСТЕЙШИЙ ПРИМЕР ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ 

НАПРЯЖЕНИЯ ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНКИ                                 

ИЗ КВАЗИУПРУГОГО МАТЕРИАЛА 

Рассмотрим одноосное растяжение прямоугольной 

пластинки вдоль оси 10x  напряжениями  t . Функция 

напряжений в этом случае приобретает вид ([5], стр. 32) 

(25): 

 
  2

121
2

,, x
t

txx 


 ,      ttxx  ,, 2111 . 

Тогда в случае плоского напряженного состояния из 

(25) получаем: 

          dtt
E

t

t

















  ,
1

0

11 , 

         


 dtt
E

t

t

















  ,

0

22 , 

   012 t .  

Необходимо отметить, что в рассматриваемом случае 

рассмотреть релаксацию можно только, если задан закон 

изменения нормальных деформаций  tii , поэтому прак-

тическую ценность данного решения можно получить в 

случае применения одной из гипотез   constt  *  или 

  constt  * . В первом случае из (17) можно получить 

уравнения для определения  ,t  по результатам экспе-

риментальных исследований ползучести плоского прямо-

угольного образца: 

    
















 
t

dt
E

t

0

11 ,1
1

  

  

    
















 
t

dt
E

t

0

22 ,1 


  

где  t11  или  t22  – измеряемые при испытаниях вели-

чины;  ,t  – вычисляемая величина. 

При использовании второй гипотезы, обращая первое 

уравнение (26), получаем способ экспериментального 

определения ядер релаксации  ,tR  квазиупругого мате-

риала: 
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    
















 
t

dtR
E

t

0

,1 


  

где       01111 t  – заданная постоянная деформация; 

 t  – экспериментально измеряемая величина напряже-

ний;  ,tR  – вычисляемая по измеренным данным вели-

чина, так же как и ядро релаксации имеет вид либо раз-

ностного, либо вырожденного ядра. 

 Таким образом, при использовании гипотезы о квазиу-

пругом поведении материала определение ядер ползуче-

сти или релаксации следует проводить по обычной мето-

дике – одноосном растяжении образца. 

С другой стороны, очевидно, что получение в решении 

одновременного рассмотрения и ползучести, и релаксации 

в случае плоской задачи для квазиупругого материала 

возможно только тогда, когда в постановке краевой зада-

чи хотя бы косвенно участвуют деформации или переме-

щения. 

БИГАРМОНИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ В ПОЛЯРНОЙ СИСТЕМЕ 

КООРДИНАТ ДЛЯ КВАЗИУПРУГОГО ДВУМЕРНОГО ТЕЛА 

С помощью известной замены гармонического опера-

тора Лапласа   в декартовой системе координат на такой 

же оператор  , но уже записанный в полярной системе 

координат ([6], стр. 22; [7], с. 399): 


2

2

2

11






















U

rr

U
r

rr
ΔU , 

где U  – некоторая функция координат  ,r . 

Таким образом, для напряжений  trrr ,,  и 

 tr ,,  в полярной системе координат уравнение сов-

местности в напряжениях формально останется таким же 

как и (32): 

   0 rr  

Более того, при использовании   в полярной системе 

координат формально останется таким же и бигармониче-

ское уравнение ([5], стр. 89): 



.0

1111

*

2

*2

2

*

2

2

2




















































































 rr
r

rrrr
r

rr 

где  tr ,,*   – функция напряжений в полярной системе 

координат, такая что ([5], стр. 89): 

      tr
r

tr
rr

trrr ,,
1

,,
1

,, *
2

2

2
* 












  

    tr
r

tr ,,,, *
2

2





  

     tr
rr

tr
r

trr ,,
 

1
,,

1
,, *

2
*

2






 









 . 

Таким образом, при решении любых плоских задач 

время t  играет роль формального параметра, не имеюще-

го влияния на общий вид решения краевой задачи, кото-

рый может строиться по правилам теории упругости, что 

полностью соответствует принципу Вольтерра [3]. 

ОБОБЩЕНИЕ ЗАДАЧИ ЛЯМЕ ДЛЯ ТОЛСТОСТЕННЫХ ТРУБ                    

НА ВЯЗКОУПРУГОЕ ПОВЕДЕНИЕ МАТЕРИАЛА                                              

В ФОРМЕ КВАЗИУПРУГОСТИ 

Рассмотрим в полярной системе координат  ,r  тол-

стостенную трубу внутренним радиусом 1R  и внешним 

радиусом 2R  (  21, RRr . Будем предполагать, что ради-

альные перемещения границ за счет ползучести пренебре-

жимо мало по сравнению с наименьшим радиусом 1R . 

Кроме того, будем предполагать, что к внутренней и внеш-

ней поверхности трубы приложены равномерно распреде-

ленные напряжения   ttR1
  (      tt RtRrrr 11

 


) и 

 tR2
  (       tt tRtRrrr 22

 


). 

Отметим, что *  не зависит от   и удовлетворяет 

дифференциальному уравнению ([5], стр. 91): 

  tC
rrrrr














 *

22

*2

3

*3 11 
 

где  tC  – некоторая функция от времени t . 

Решение (40) имеет вид: 

            tCrtСrtCrtCtr 3
32

21
* ln,   

при этом непосредственными вычислениями устанавлива-

ется, что   0tC . 

Подставляя (41) в (39), получаем: 

  
 

 tC
r

tC
trrr 22

1 2,  , 

  
 

 tC
r

tC
tr 22

1 2,  . 

   0, trr  

Очевидно, далее исходя из краевых условий, вычисля-

ются  tC1  и  tC2  ([5], стр. 92), и выражения для напря-

жений приобретают вид: 



      

   

 
,

1
,

2
2

2
1

2
2

2
1

22
1

2
2

2
2

2
1

21

21

RR

RtRt

rRR

RR
tttr

RR

RRrr
















 

  



      

   

 
.

1
,

2
2

2
1

2
2

2
1

22
1

2
2

2
2

2
1

21

21

RR

RtRt

rRR

RR
tttr

RR

RR
















 

Если рассматривать плоскую деформацию, то подстав-

ляя (42) в выражение для радиальных деформаций анало-

гичное (26), можно вычислить радиальные деформации: 

     


 


 rrrr
E

t 1
1

 

а по ним и перемещения границ трубы при ползучести, 

т.к.  
r

u
tr r

rr



, . 
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 С точки прикладной механики и инженерии даже дан-

ное простое решение (42), (43) представляет интерес, хотя 

и не учитывает явно релаксацию. Это объясняется тем, 

что если задавать внутри достаточно длиной трубы (в 

смысле плоской деформации) постоянное гиростатическое 

давление 1p  с помощью гидравлической системы 

( 11
pR  , 22

pR  , где 2p  – например, атмосферное 

давление), то по изменению внешнего диаметра трубы 

 tD  за счет радиального перемещения  trur ,  можно 

определить ядро ползучести  ,t  оператора   (12) ис-

ходя из относительно простой формулы: 

   
       

      
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

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
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
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






































tR

R

R

R

rr

rr

rrr

r

dtdrtrdrtr

RtRtR
E

tRutRutRu

tRutD












 Однако необходимо отметить, что, как и ранее, ядро 

 ,t  для однозначного определения может быть или 

вырожденным или разностным. Кроме того, очевидно, что 

определение реологических параметров материала трубы 

возможно только после того как для ее материала опреде-

лены мгновенные модуль упругости E  и коэффициент 

Пуассона  . 

Подчеркнем, что предлагаемая методика намного 

проще и компактней, особенно при использовании печей 

для исследования высокотемпературной ползучести. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Установлено, при использовании гипотезы о том, что 

перемещения малы по сравнению с геометрическим раз-

мерами тел и при отсутствии объемных сил при решении 

задачи в напряжениях (при постоянных краевых услови-

ях) или в перемещениях (при постоянных краевых усло-

виях) в первом случае будет происходить ползучесть без 

релаксации, а во-втором - релаксация без ползучести.  

Присутствие объемных сил при решении динамиче-

ских задач или краевых задач для массивных тел позволя-

ет получить в твердом теле и релаксацию, и ползучесть 

при решении любой краевой задачи.  

Кроме того, решение смешанных задач твердого тела 

гарантирует проявление в твердом теле двух взаимно обу-

словленных процессов (и ползучести, и релаксации).  

Одним из вариантов получения в решении любой кра-

евой задачи обоих процессов является отказ от гипотезы о 

неизменности границы (малости перемещений) твердого 

тела при приложении нагрузки.  

Установлено, что в случае использования бигармони-

ческого уравнения для двумерных задач при постоянных 

краевых условиях по напряжениям и гипотезы малости 

изменения границы твердое тело находится также в усло-

виях чистой ползучести.  

Предложена новая схема испытаний на ползучесть об-

разцов в виде толстостенных труб, находящихся под 

внутренним давлением для экспериментального опреде-

ления ядра ползучести для квазиупругого материала. Осо-

бенно эффективной данная схема испытаний представля-

ется при исследованиях высокотемпературной ползучести 

материалов. 
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Abstract. The existing methods of experimental identifica-

tion of the rheological properties for the normal component of 

the strain and stress allow to solve the problem only for the 

most simple and on the opinion of the authors the most ade-

quate special case viscoelasticity equations – a quasi-elasticity: 

when two kernels in Starovoitov’s equations of viscoelasticity 

are equals. It corresponds to the application of the 

Arutyunyan’s hypothesis about constant Poisson's ratio (inde-

pendent from the time) in the hereditary part of Rzhanitsin’s 

equations. The equations of a quasi-elasticity are investigated 

and applied in general equations of solid mechanics in the pa-

per. The solutions of mixed problems for quasi-elastic bodies 

provide the appearance in a solid two mutually conditioned 

processes (creep and relaxation). Another way for obtaining in 

the solution of any boundary value problem of both processes 

for quasi-elastic model is the rejection of the hypothesis of the 

immutability of the solid border (small displacement in com-

parison with body size) when a load is applied. 

Keywords: hereditary viscoelasticity, quasielastic body, creep 

kernel, relaxation kernel. 
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Аннотация. Рассмотрены известные станы, клети кото-

рых имеют только трехвалковые калибры со всеми привод-

ными валками конструкции Проперци. Эти станы нашли 

промышленное применение для получения катанки из цвет-

ных металлов (Zn, Al и Cu) в 50-х годах прошлого века. Позд-

нее станы с трехвалковыми калибрами конструкции Кокса 

нашли применение при прокатке труднодеформируемых ста-

лей, сплавов на основе никеля и тугоплавких металлов (W и 

Mo). Описан проволочный стан, клети которого имеют толь-

ко четырехвалковые калибры, который начал работать на 

Белорецком металлургическом комбинате в конце 70-х годов 

прошлого века. Приведена информация о японской фирме 

“Sumitomo Heavy Industries”, разработавшей конструкции 

клетей с четырехвалковыми калибрами для мелкосортного 

стана фирмы “Kawasaki Steel”. Отмечены ученые ЮУрГУ, 

которые были первыми разработчиками в 70-е годы прошло-

го века универсальных клетей со сменными кассетами, со-

держащими трехвалковые и четырехвалковые калибры. 

Особенность этих клетей заключалась в том, что рабочие 

валки кассет получали вращение от контакта с приводными 

двумя опорными валками клети. Такие универсальные ста-

ны в конце 70-х годов начали работать в НПО “Ижсталь” и 

выпускать фасонные стальные профили. Аналогичные по 

конструкции клети разработаны ВНИИметмаш. Указаны 

существенные недостатки известных клетей станов с много-

валковыми калибрами. Так, клети универсальных станов 

имеют пониженную нагрузочную способность как по усили-

ям, так и по моментам прокатки, отличаются сложной кон-

струкцией и высокой трудоемкостью обслуживания. Эти не-

достатки устранены в новых оригинальных конструкциях 

универсальных клетей станов с многовалковыми калибрами, 

разработанных авторами статьи и запатентованных в США, 

Японии и странах Европы. Описана конструкция работаю-

щего в промышленности универсального стана с многовал-

ковыми калибрами типа МКУ-280. 

Ключевые слова: универсальный стан, многовалковый 

калибр, прокатка, фасонные профили. 

ВВЕДЕНИЕ 

Первые сведения об универсальном стане, предназна-

ченном для прокатки балок, четырехвалковый калибр кле-

ти которого включал два горизонтальных приводных и 

два вертикальных холостых валка, относятся к 1854 г.
1
 В 

предлагаемой работе к универсальным станам с много-

валковыми калибрами относятся станы со сменными кас-

сетами, каждая из которых содержит калибр, образован-

ный тремя или четырьмя приводными валками. 

Первыми разработчиками конструкций клетей в 70-е 

годы прошлого века универсальных сортовых станов, со-

держащих сменные кассеты с трех- и четырехвалковыми 

калибрами, были ученые ЮУрГУ (в то время ЧПИ). 

Особенностью разработанных ими конструкций уни-

версальных сортовых станов типа 150/250 и 280/475, вве-

денных в эксплуатацию в конце 70-х г. прошлого века в 

НПО “Ижсталь” и предназначенных для получения сталь-

ных фасонных профилей (СФП) высокой точности, явля-

ется наличие в клетях двух опорных приводных валков 

большого диаметра (250 и 475 мм) и сменных кассет с 

валками меньшего диаметра (150 мм и 280 мм). В кассетах 

находятся трехвалковые и четырехвалковые калибры, 

валки которых силами контактного трения приводятся во 

вращение от опорных приводных валков. Поскольку воз-

можность передачи момента от приводных опорных вал-

ков на рабочие валки кассет силами контактного трения 

ограничена, то и нагрузочная способность рабочих валков 

как по усилиям, так и по моментам прокатки понижена. 

Цель данной статьи заключается в том, чтобы показать 

преимущества разработанной авторами новой оригиналь-

ной конструкции универсального промышленного стана 

типа МКУ-280 и его возможности по получению фасон-

ных профилей из самых труднодеформируемых металлов 

и сплавов. 

ИЗВЕСТНЫЕ КОНСТРУКЦИИ КЛЕТЕЙ СОРТОВЫХ СТАНОВ                     

С ТРЕХВАЛКОВЫМИ КАЛИБРАМИ 

Первый литейно-прокатный агрегат, включающий не-

прерывный стан горячей прокатки с трехвалковыми ка-

либрами, был построен в 50-х годах итальянским изобре-

тателем Проперци [1]. Агрегат предназначен для получе-

ния цинковой, алюминиевой и медной катанки. По спосо-

бу Проперци жидкий металл из плавильной печи подается 

в кристаллизатор, выполненный в виде желобчатого коле-

са, после кристаллизации исходная заготовка в горячем 

состоянии поступает в многоклетьевой непрерывный стан 

с трехвалковыми калибрами. 

Отечественные литейно-прокатные агрегаты с непре-

рывными станами, имеющими трехвалковые калибры, 

конструкции ВНИИметмаша описаны в работах А. И. Це-

ликова [2]. 

Первый промышленный чистовой блок клетей с 

трехвалковыми калибрами конструкции немецкой фирмы 

“Kocks”, предназначенный для получения стальной катан-

ки, был пущен в эксплуатацию в 1957 г. [3]. Конструкция 

непрерывного стана для этого блока была запатентована 

Ф. Коксом еще в 1940 г.
2
 

1 Бейнон Р.Е. Калибровка валков и расположение прокатных станов. – М.: Металлургиздат, 1960. – 203 с. 
2 Патент США №2214279 
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В настоящее время станы с трехвалковыми калибрами 
конструкции фирмы “Kocks” используют во многих стра-
нах мира для получения катанки и мелкосортных профи-
лей из углеродистых, легированных сталей, а также мало-
пластичных сплавов [3-5]. Устройство нерегулируемой 
прокатной клети конструкции фирмы “Kocks” с валками 
диаметром 290 мм показано на рис. 1. Клеть имеет один 
входной вал 1 с рабочим валком 2. Передача крутящего 
момента от этого вала на валы 4 и 6 с рабочими валками 
осуществляется коническими шестернями 3. Подшипни-
ковые узлы валов 5 представляют собой одно целое с ко-
ническими шестернями и уплотнениями. Демонтаж рабо-
чих валков прокатной клети выполняют путем удаления 
валов валковых узлов. Дисковые рабочие валки установ-
лены в клети под углом 120 град. друг к другу. Каждая 
клеть снабжена вводной и выводной проводками, обеспе-
чивающими правильную задачу и удержание полосы от 
сваливания в процессе прокатки. 

 
Рис. 1. Устройство нерегулируемой прокатной клети  

с трехвалковыми калибрами
3
 

 
Фирма “GTE Sylvania” (США) в 1965 г. начала иссле-

дования по прокатке вольфрамовых и молибденовых 
прутков диаметром 6-7 мм на двенадцатиклетьевом чи-
стовом блоке с трехвалковыми калибрами. В качестве ис-
ходных заготовок использовали прутки диаметром 9,5 мм. 

Исследования продолжила фирма “Osram” (ФРГ). В 
1970 г. она установила специализированный шестиклетье-
вой блок клетей, калибр которых образован валками диа-
метром 250 мм [4]. В качестве исходных молибденовых 
заготовок использованы круглые штабики диаметром до 
22 мм. Готовый прокат – шестигранные прутки мини-
мальным размером 4-10 мм. 

Аналогичный блок, состоящий из восьми клетей, уста-
новлен в 1972 г. фирмой “General Electric” (США). В каче-
стве исходных заготовок при прокатке использовали мо-
либденовые прутки диаметром 8,5 мм. В результате про-
катки получали шестигранные прутки размером 3,2 мм. 

Существенный недостаток описанных прокатных кле-
тей с трехвалковыми калибрами – низкая нагрузочная 
способность по усилию прокатки и по подводимому к 
валкам крутящему моменту. Это снижает величину де-
формации полосы в каждой клети и ограничивает воз-
можность прокатки труднодеформируемых материалов с 
высоким сопротивлением деформации. 

ИЗВЕСТНЫЕ КОНСТРУКЦИИ КЛЕТЕЙ СТАНОВ                                               

С ЧЕТЫРЕХВАЛКОВЫМИ КАЛИБРАМИ 
Первый пятиклетевой проволочный стан с четырехвал-

ковыми калибрами разработан в 70-е годы прошлого века 
учеными Магнитогорского горно-металлургического ин-
ститута. Рабочие клети стана имеют четырехвалковые ка-
либры, образованные двумя приводными и двумя холо-
стыми валками диаметрами 200 мм [6]. Рабочий проект 
стана и его изготовление выполнены комбинатом “SKET” 
(ГДР). Стан находится в эксплуатации с 1979 г. на Бело-
рецком металлургическом комбинате. 

Японская фирма “Kawasaki Steel” в г. Мидзусима в 
1994 г. успешно освоила мелкосортный стан, имеющий в 
качестве чистовой клети клеть с четырехвалковым калиб-
ром [7]. Фирмой “Sumitomo Heavy Industries” разработаны 
конструкции клетей с четырехвалковыми калибрами (рис. 
2) для черновой и промежуточной групп мелкосортного 
стана фирмы “Kawasaki Steel” [8].  

 
Рис. 2. Прокатная клеть с двумя приводными  

и двумя холостыми валками 
 
В публикации [8] приведены преимущества процесса 

прокатки на многоклетевом сортовом стане с четырехвал-
ковыми калибрами, в котором обжатия исходной квадрат-
ной заготовки и полуфабрикатов квадратных сечений вы-
полняются по диагонали [9]. При такой схеме обжатий 
практически отсутствует уширение на прокате, снижают-
ся почти в два раза силы трения на уменьшенных кон-
тактных поверхностях, в очагах деформации создается 
схема напряжений, близкая к всестороннему сжатию. 

Прокатка с четырехсторонним обжатием заготовки 
обеспечивает: 
- повышенные разовые вытяжки, особенно на материалах, 
склонных к уширению; 
- улучшение качества проката за счет благоприятной схе-
мы напряженно-деформированного состояния и возмож-
ность прокатки малопластичных и хрупких порошковых 
заготовок; 
- пониженные энергозатраты (усилия и моменты прокат-
ки) за счет отсутствия уширения и уменьшенной поверх-
ности контакта проката с валками. 

Однако, наличие холостых валков в калибрах ухудша-
ет условия захвата заготовки валками и приводит к огра-
ничению разовых вытяжек, снижению эффективности 
процесса прокатки за счет пониженной нагрузочной спо-
собности клетей по усилию прокатки и подводимому к 
валкам крутящему моменту. 

3 Патент США №2950934 
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ИЗВЕСТНЫЕ КОНСТРУКЦИИ КЛЕТЕЙ УНИВЕРСАЛЬНЫХ 

СТАНОВ С МНОГОВАЛКОВЫМИ КАЛИБРАМИ 

Первыми разработчиками конструкций клетей в 70-е 

годы прошлого века универсальных сортовых станов, со-

держащих сменные кассеты с трех- и четырехвалковыми 

калибрами, были ученые ЮУрГУ (в то время ЧПИ) [10]. 

Особенностью конструкций универсальных сортовых 

станов типа 150/250 и 280/475, введенных в эксплуатацию 

в конце 70-х г. прошлого века в НПО “Ижсталь” и предна-

значенных для получения стальных фасонных профилей 

(СФП) высокой точности, является наличие в клетях двух 

опорных приводных валков большого диаметра (250 и 475 

мм) и сменных кассет с валками меньшего диаметра (150 

мм и 280 мм). Валки в кассетах образуют трехвалковые и 

четырехвалковые калибры (рис. 3). 

 
          а                              б                                   в  

Рис. 3. Схемы взаимодействия валков кассет с приводны-

ми опорными валками: а – при прокатке крестообразных 

профилей; б – при прокатке тавровых профилей; 

 в – при прокатке двутавровых профилей 

 

Схема, аналогичная показанной на рис. 3, взаимодей-

ствия холостых валков кассет с многовалковыми калиб-

рами и приводных опорных валков клети дуо использует-

ся на станах конструкции ВНИИметмаш [11]. Станы при-

меняются для горячей калибровки прессованных фасон-

ных полуфабрикатов типа крест, тавр, двутавр и других из 

сплавов титана марок ОТ4, ОТ4-1 при температуре 550-

700 °С и из сплавов марок ВТ5, ВТ20, ВТ22 при темпера-

туре 650-800 °С. Техническая характеристика клети стана 

приведена в табл. 1. 

Таблица 1 

Наименование характеристики Величина 

Диаметр валков при прокатке профилей типа креста, мм: 

опорных по буртам 590 

опорных по бочке 450 

рабочих 350 

Диаметр валков при прокатке профилей типа тавр, мм: 

опорного верхнего по буртам 590 

то же, по бочке 450 

опорного нижнего 500 

рабочих верхних 350 

рабочего нижнего 290 

Диапазон осевой регулировки рабочих валков, мм ±5 

Максимально допустимое давление на валки, тс 65 
Скорость прокатки, м/с 0,15–1,0 

 

К недостаткам таких универсальных клетей, кроме по-

ниженных усилий и моментов прокатки, относятся слож-

ность конструкции и высокая трудоемкость их обслужи-

вания. 

НОВЫЕ КОНСТРУКЦИИ УНИВЕРСАЛЬНЫХ КЛЕТЕЙ СТАНОВ              

С МНОГОВАЛКОВЫМИ КАЛИБРАМИ 

Для устранения отмеченных недостатков известных 

универсальных станов с многовалковыми калибрами в 

начале 70-х г. прошлого века учеными ЮУрГУ был спро-

ектирован, изготовлен и установлен в лаборатории кафедры 

прокатки ЮУрГУ опытно-промышленный универсальный 

стан МКУ-210 со сменными кассетами, имеющими 

трехвалковые и четырехвалковые калибры [12]. Общий вид 

клети стана МКУ-210 с трехвалковой и четырехвалковой 

кассетами, предназначенного для исследований и получе-

ния опытно-промышленных партий прутков и фасонных 

профилей горячей и холодной прокаткой из малопластич-

ных сплавов на основе титана, никеля, а также из хрупких 

спеченных из порошков штабиков молибдена и вольфрама, 

в том числе их гетерогенных сплавов, легированных окси-

дами тория, лантана и иттрия, показан на рис. 4. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 4. Общий вид клети стана МКУ-210:  

а – с трехвалковой кассетой; 

 б – с четырехвалковой кассетой 

 

На стане выполнялась горячая прокатка опытно-

промышленных партий прутков и фасонных профилей из 

штабиков молибдена марок МЧ, МС, МК, МВ-50, МР-50, 

МЛ, МТ и из литых заготовок марок МЧВП, СМ-3, СМ-4, 

ЦМ2А, ЦМ6, ВМ1, ВМ2 и др. Разработанная учеными 

ЮУрГУ опытно-промышленная технология горячей про-

катки оказалась эффективной. Рядом предприятий были 

изготовлены промышленные станы типа МКУ-210 и освое-

на технология получения прутков и фасонных профилей из 

тугоплавких металлов [13]. Темплеты катаных молибдено-

вых прутков и фасонных профилей показаны на рис. 5. 

Разработана и освоена опытно-промышленная техно-

логия горячей прокатки прутков и фасонных профилей из 

штабиков и литых заготовок вольфрама [14, 15]. 

После освоения опытно-промышленных технологий 

получения прутков и фасонных профилей из тугоплавких 

металлов, исследования их механических свойств, струк-

туры и качества [16] на станах типа МКУ-210 стали полу-

чать промышленные партии проката. 
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Рис. 5. Темплеты проката из молибдена 

 

На стане МКУ-210 ЮУрГУ выполнялась также холод-

ная прокатка опытно-промышленных партий прутков и 

фасонных профилей из сплавов титана и никеля [12, 17-19]. 

Холодная прокатка прутков и фасонных профилей из 

сплавов титана, как известно [17], отличается высоким 

сопротивлением деформации, пониженной пластично-

стью, низким модулем упругости, интенсивным упрочне-

нием, повышенной способностью к образованию поверх-

ностных дефектов и налипанием металла на инструмент. 

На рис. 6 показаны прокатанные на стане МКУ-210 

прутковые и фасонные тонкостенные профили из сплавов 

титана марок ВТ3-1, ВТ16, ВТ1-0, ОТ4, ВТ5-1 и ВТ9. 

 

Рис. 6. Холоднокатаные прутковые и фасонные  

тонкостенные титановые профили 

 

На основе опыта промышленной эксплуатации станов 

МКУ-210 в промышленности по обработке давлением 

порошковых спеченных заготовок из тугоплавких метал-

лов и на моторных заводах авиационной промышленности 

по горячей и холодной прокатке прутков и фасонных 

профилей был спроектирован, изготовлен и введен в про-

мышленную эксплуатацию стан МКУ-280. 

Общий вид универсального стана МКУ-280 показан на 

рис. 7. Оборудование стана горячей прокатки включает 

электропечь KS-1300, задающий механизм с рольгангом, 

приемный механизм с наклонным столом, вводную и вы-

водную валковую арматуру. 

 

Рис. 7. Общий вид стана МКУ-280  

с нагревательной печью типа KS-1300 

 

Техническая характеристика стана МКУ-280 приведе-

на в табл. 2. 

Таблица 2 

Техническая характеристика стана МКУ-280 

Наименование Величина 

Наибольшее сечение исходной заготовки, мм:  

круглой 40 

квадратной 32 

Наименьшее сечение получаемой заготовки, вписан-

ной в диаметр, мм 
6 

Скорость прокатки, м/с 0,7 

Номинальный диаметр валков, мм 280 

Радиальная регулировка валков, мм 15 

Осевая регулировка валка, мм 15 

Допустимое давление прокатки, кН 250 

Допустимый крутящий момент на один валок, Н·м 5,5 

Мощность двигателя, кВт 125 

Габаритные размеры, мм:  

длина 3535 

ширина 2292 

высота 2470 

Вес клети, кг 3500 

Вес стана, кг 10400 

 

На рис. 8 показан продольный разрез клети стана 

МКУ-280. Как видно на рисунке, все узлы клети смонти-

рованы на замкнутой станине 1. Крутящий момент через 

приводной вал 2 передается на шестерню 3, которая нахо-

дится в зацеплении с зубчатым колесом 4. Соосно с коле-

сом 4 выполнено коническое колесо 5. От конического 

колеса 5 момент распределяется на шесть промежуточных 

конических шестерен 6. На одном валу с коническими 

шестернями 6 выполнены цилиндрические шестерни 7, 

передающие вращение шести колесам 8 понижающих ре-

дукторов, смонтированных на станине клети. 

От цилиндрических колес 8 через внутренние шлице-

вые соединения и шпинделя 9, момент прокатки передает-

ся к валковым узлам 11, смонтированным на подушках 10. 

Подушки 10 с валковыми узлами закреплены в кассете 12. 

Клеть снабжена клиновыми механизмами осевой и ра-

диальной регулировок валков, а также механизмами урав-
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новешивания валковых узлов. На конструкцию стана 

МКУ-280 получены патенты США, Японии и европейских 

стран
4
. 

 

Рис. 8. Продольный разрез клети стана МКУ-280 

 

Повышенная нагрузочная способность стана МКУ-280 

по усилиям и моменту прокатки, что необходимо при 

прокатке труднодеформируемых металлов и сплавов с 

высоким сопротивлением деформации, обеспечивается за 

счет конструкции валковых узлов. 

Конструкция валкового узла показана на рис. 9. Валко-

вый узел включает подушку с консольной осью 1, на ко-

торой на подшипниках 6 с помощью бурта винта 2 за-

креплен корпус валкового узла 4. Со стороны подушки 

подшипники корпуса крепят специальной заглушкой 3. На 

корпусе с помощью шлицев и гайки 7 крепят бандаж ра-

бочего валка 5. Крутящий момент от шпинделя 8 переда-

ется на корпус валкового узла. Винт 2 валкового узла ис-

пользуют для монтажа и демонтажа корпуса валкового 

узла вместе с подшипниками с консольной оси подушки. 

При монтаже винт 2 с помощью специального ключа 

ввинчивают в ось. При этом головка винта воздействует 

на подшипники. При демонтаже головка винта воздей-

ствует на бурт корпуса и стягивает валковый узел с оси. 

Крепление валкового узла на оси осуществляют также 

винтом 2 и стопорными винтами. Оригинальная кон-

струкция валкового узла [20] позволяет исключить при-

менение прессов при монтаже и специальных съемников 

при демонтаже. Это значительно сокращает время замены 

бандажей валковых узлов, снижает трудоемкость перева-

лок. 

 

Рис. 9. Конструкция валкового узла стана МКУ-280 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Представленные материалы по известным конструкци-

ям клетей сортовых станов с трехвалковыми калибрами 

показывают, что крутящий момент от входного вала клети 

передается только на один рабочий валок, а на два других 

рабочих валка момент передается через конические ше-

стерни. Это ограничивает нагрузочную способность кле-

тей по моменту прокатки и по усилиям возможности про-

катки труднодеформируемых металлов и сплавов. 

Известные конструкции клетей сортовых станов с че-

тырехвалковыми калибрами имеют ограниченные нагру-

зочные возможности, поскольку два валка из четырех, 

образующих калибр, холостые. 

Известные конструкции клетей универсальных сорто-

вых станов с приводными опорными валками и рабочими 

валками сменных кассет, приводящимися от опорных за 

счет сил трения, не имеют достаточной нагрузочной спо-

собности для вытяжной прокатки. Кроме того, клети та-

ких станов сложны по конструкции и трудозатратны при 

обслуживании. 

Предлагаемые универсальные станы с многовалковы-

ми калибрами конструкции ЮУрГУ имеют повышенные 

возможности как по усилиям прокатки, так и подводимо-

му к валкам моменту. Каждый рабочий валок, образую-

щий трехвалковый или четырехвалковый калибры, приво-

дится индивидуально. Отсутствие опорных валков в клети 

существенно упрощает ее конструкцию. 
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Abstract. The known mills, which stands have only three-roll 

passes with all drive rollers designed by Properzi, considered. 

These mills have found industrial application for obtaining of 

wire rod from non-ferrous metals (Zn, Al and Cu) in the 50s of 

the last century. Three-roll mills with passes designed by Cox 

found application later in rolling of hard-to-deform steels, nickel-

based alloys and refractory metals (W and Mo). The rod mill, 

which stands have only four-high caliber, which started working 

at Beloretsk Metallurgical Plant in the late 70s of the last century, 

described. The information about the Japanese «Sumitomo 

Heavy Industries» company, which developed the stands con-

structions with four-roll passes for small-section mill of the «Ka-

wasaki Steel» company, provided. The SUSU scientists, who were 

the first developers of universal stands with interchangeable cas-

settes containing three-roll and four-roll passes in the 70s of the 

last century, noted. The peculiarity of these stands laid in the fact 

that the working rolls of cassettes got the rotation from the con-

tact with two driven supporting rollers of the stand. Such univer-

sal mills in the late 70s began to work in the NGO "Izhstal" and 

produced shaped steel profiles. Similar construction stands de-

signed VNIIMETMASH. The significant disadvantages of the 

known stands with multiroll calibers shown. Thus, universal mills 

stands have a lower load capacity by efforts and by rolling mo-

ments, they are different by complex design and by high labori-

ousness of the service. These disadvantages eliminated in the new 

original designs of universal stands with multiroll passes devel-

oped and patented by the authors of the article in the United 

States, Japan and Europe. The construction of the universal mill 

such as MUS-280 with multiroll passes working in the industry. 

Keywords: universal mill, multiroll pass, rolling, shaped 

profiles. 
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      Аннотация. В аналитическом виде получен закон изме-

нения давления на контактных поверхностях резьбовой па-

ры метчик-гайка как множество значений функции осевого 

перемещения инструмента, позволяющий проводить анализ 

конструкции и геометрии режущей части с точки зрения 

возможности стабилизации величины разбивки на первых 

витках нарезаемой резьбы. Расчетным путем для метчиков   

установлена величина критического значения удельной си-

лы, при которой начинается врезание опорных вспомога-

тельных лезвий инструмента и снятие дополнительной 

стружки, что приводит к разбивке профиля нарезаемой 

резьбы.  Приведена расчетная схема определения опорных 

кромок элементарных режущих профилей. Получены гра-

фики изменения давления на опорных кромках выходной 

стороны профиля для метчиков с различными значениями 

главного угла в плане.    

    Ключевые слова: метчик, опорные кромки, удельные силы 

резания, точность нарезания резьб, разбивка резьбы. 

ВВЕДЕНИЕ    

Метчик относится к мерным инструментам, и при ра-

боте передает исполнительные размеры своих конструк-

тивных элементов изделию. При этом точного копирова-

ния размеров и форм поверхностей не происходит. При-

чиной наблюдаемого несоответствия в размерах инстру-

мента и детали резьбы в большинстве исследований [1-5]  

называют осевые  XP


 и радиальные RP


силы, действую-

щие на инструмент. Избыточные силы нарушают пара-

метр винтового движения, что приводит к дополнитель-

ному срезанию стружки вспомогательными лезвиями и, 

как следствие, к искажению резьбового профиля. Извест-

ны работы по исследованию влияния различных парамет-

ров метчиков на силы резания и точность резьбонареза-

ния: компьютерным моделированием получены графиче-

ские зависимости составляющих сил резания и несущей 

способности опорных кромок профиля резьбы от угла в 

плане φ [2, 6, 7];  установлено влияние погрешность угло-

вого шага на динамику и точность нарезания метрических  

резьб [4];  для генераторной схемы резания эксперимен-

тально получена корреляционная связь точности нарезае-

мых резьб и сил резания [5, 8]; экспериментально, для 

группы конструкционных материалов, в работах [9, 10] 

(для свободной схемы резания) о получены значения 

удельных сил, при которых начинается врезание режущей 

кромки инструмента. Перечисленные исследования имеют 

в основном экспериментальный характер, учитывают 

ограниченное число параметров инструмента, частично 

получены моделированием процесса резьбонарезания рез-

цами с соответствующим рядом допущений. 

В связи с этим, целью работы является поиск возмож-

ностей  улучшения эксплуатационных и точностных пока-

зателей нарезаемых метчиками резьб путем установления 

в аналитическом виде взаимосвязи между силами резания, 

несущей способностью опорных поверхностей режущей 

части метчика и точностью, получаемого резьбового про-

филя детали. 

РАСЧЕТ ДАВЛЕНИЯ НА ОПОРНЫХ   КРОМКАХ   МЕТЧИКА 

Возможность дополнительного резания определяется 

давлением на контактных поверхностях резьбовой пары 

метчик-гайка.  Боковые стороны режущих и направляю-

щих профилей выполняют функции ходового винта, т.е. 

обеспечивают осевое перемещение на величину шага за 

оборот и центрирование инструмента. Несущая способ-

ность опорных кромок связана с условиями контактиро-

вания резьбовых профилей инструмента и нарезаемой 

резьбы. Существует три основных способа образования 

боковых сторон режущих и направляющих профилей: 

затылование по профилю отсутствует, затылование про-

водится “наостро” и затылование по профилю на части 

зуба. Для метчиков возможно применение всех перечис-

ленных способов. Для стандартных метчиков, начиная с 

диаметров M3 предусмотрено затылование по профилю 

“наостро”. В этом случае контакт происходит по кромке  

лезвия, между боковыми сторонами режущих и направ-

ляющих профилей и нарезанным резьбовым профилем 

существует зазор, а величина удельной силы, приходяща-

яся на единицу длины i-ого режущего лезвия,  определя-

ется зависимостью:   

                                )R(bi)X(bibi ppp  ,                          (1)           

где piXi)X(bi b/sinPp   – составляющая давления на 

опорной кромке i-ого  режущего профиля от действия 

осевой силы XiP


; )R(bip   – составляющая давления от дей-

ствия суммарной радиальной силы RiP


. 

При определении меры влияния вектора радиальной 

силы RiP


на напряженно-деформированное состояние ин-

струмента использовались, полученные в работе [11] ме-

тодом конечных элементов эпюры распределения давле-

ний на вспомогательных кромках режущих профилей. 

Задача решалась в линейно-упругой постановке для трех-

зубого метчика M12 с главным углом в плане φ = 20°. 

Вектор суммарной радиальной силы RiP


, действующий в 

плоскости, перпендикулярной оси метчика,  рассматри-

вался как сумма реакций опор 

Rii PkR 11  , Rii PkR 22  , Rii PkR 33  , 
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проходящих через вершины режущих зубьев z1, z2,  z3 со-

ответственно, и ориентированных относительно друг дру-

га под углом, равным угловому шагу между зубьями  ε:    
P R R R
Ri i i i
  

1 2 3 , 

где k1, k2, k3 – коэффициенты, учитывающие распределе-

ние нагрузки между опорными поверхностями режущих 

профилей, расположенных на соответствующих зубьях. 

Тогда, составляющая удельной силы pbi(R) в  уравнении 

(1) для режущих зубьев z1, z2 и z3 определяется соответ-

ствующими зависимостями:  

p
R

bb i R
i

pi
1

1
( )



,   

p
R

bb i R
i

pi
2

2
( )



,   

p
R

bb i R
pi

i

3
3

( )


. 

Численные значения составляющих сил резания получены 

с использованием обобщенных уравнений зависимости 

сил от длин главного и вспомогательных режущих лезвий 

при заданной толщине среза [8] и математической модели 

[7] определения параметров сечения срезаемого слоя пу-

тем имитации пересечения образующей режущего конуса 

метчика с контуром  профиля резьбы. Абсолютное значе-

ние и направление действия вектора  силы резания iP


  на 

i-ом режущем профиле определялось как совместное дей-

ствие трех равнодействующих векторов – радиальной YiP


,  

тангенциальной ZiP


 и осевой iXP


 составляющих:   

                              )P;P;P(P XiiZYii 


. 

Суммарная  сила inP


 в момент  врезания i-ого профи-

ля на расчетную толщину среза,  определялась как накоп-

ленная векторная сумма:                                                

                              
i

ii PnP
1


.          

Активная длина опорных вспомогательных режущих 

кромок bp  зависит от расположения на режущем конусе 

инструмента и является функцией координаты x (рис. 1):       

b x
b если x FD

если x FDp
p( )
,
,


 






0
0

  , 

где  )/cos(/ab zp   2 ;  sinsin/)sin(HFD  ; 

az – толщина срезаемого слоя, измеренная в направлении, 

перпендикулярном главным режущим кромкам; α – угол 

профиля резьбы; H– рабочая высота профиля резьбы. 

 

Рис. 1. Схема к расчету длин опорных   

режущих кромок метчика 

 

Опорная длина последнего режущего профиля опреде-

ляется уравнением: 

              
b x

b если FD x FD x
если x FD xpn

pn z

z

( )
,
,


  

 


0 ,                    

где pppn nbCDb  ; sin/HCD   – длина боковой сто-

роны профиля резьбы; np=[CD/bp] – число режущих про-

филей c одинаковой длиной активной части вспомога-

тельной режущей кромки; xz  – смещение осей симметрии 

соседних режущих профилей метчика в осевом направле-

нии. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРИТИЧЕСКОГО ДАВЛЕНИЯ                                                         

НА ОПОРНЫХ КРОМКАХ 

В работе [12] при экспериментальном исследовании 

влияния внешней осевой силы P на точность резьбового 

профиля для различных значений угла в плане φ опреде-

лена минимальная внешняя осевая сила Pmin – “сила заку-

сывания”, при которой может начаться процесс резьбона-

резания. Установлено, что наличие внешней осевой силы 

приводит к изменениям собственного среднего диаметра 

резьбы D2. Для количественной оценки этих изменений на 

десяти витках резьбового отверстия определялась величи-

на разбивки  Δ среднего диаметра (рис. 2, а).  

 

Рис. 2. Графики по виткам резьбы: 

а – разбивки   собственного среднего диаметра резьбы 

(экспериментальные данные [12]); б – удельной силы pb на 

опорных кромках режущих профилей под действием 

внешней осевой силы P  (метчик M12, z = 3, φ = 6°20’, 

сталь 45, HB200-207) 

 

Резьба нарезалась при значениях внешней осевой силы 

P: Pmin, 100, 200, 300 H и скорости резания V = 10,3 м/мин; 

действие нагрузки продолжалось в течении всего периода 

резьбонарезания. Для этого же метчика с использованием 

уравнения (1) получены графики изменения удельной си-

лы pb  на опорных кромках режущих профилей по виткам 

резьбы (рис. 2, б). Из приведенных зависимостей видно, 
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что увеличение внешней осевой силы P, совпадающей с 

направлением подачи метчика, приводит к увеличению 

удельной силы pb  на опорных кромках режущих профи-

лей и разбивки   собственного среднего диаметра резь-

бы. При внешней нагрузке, равной  Pmin, наблюдается ми-

нимальное значение разбивки и отсутствие конусности по 

собственному среднему диаметру. Наличие прямой ко-

нусности определяется долей дополнительного резания 

вспомогательными кромками режущих профилей. Воз-

можность дополнительного резания зависит от значения 

удельной силы pb. Из графиков (рис. 2) видно, что при 

всех значениях внешней осевой силы P при достижении     

pb < pbкр возможна стабилизация величины разбивки. Гра-

фически, как показано на рис. 2, можно определить значе-

ние удельной силы pbкр ≈ 100 Н/мм, при которой процесс 

срезания стружки вспомогательными режущими кромка-

ми затылованного по профилю метчика прекращается. 

Наличие согласованности опытных данных )i(f , 

полученных в работе [12], с расчетными значениями                  

pb = f(i) является косвенным подтверждением существова-

ния критического значения давления pbкр, при котором 

процесс срезания стружки вспомогательными режущими 

кромками затылованного по профилю метчика прекраща-

ется. 

На рис. 3 показаны графики изменения давления на 

опорных кромках pb выходной стороны профиля для мет-

чиков с различными значениями угла в плане φ. 

 

 

Рис. 3. Изменение давления pb на опорных кромках  

режущих профилей вдоль оси резьбового отверстия  

при различных значениях угла в плане φ  

(метчик M12, z = 3, сталь 45, HB200-207) 

 

В начальный момент резания к метчику приложена 

внешняя осевая нагрузка P, соответствующая минималь-

ной силе Pmin, при которой может начаться процесс резь-

бонарезания. На первых режущих профилях внешняя осе-

вая сила Pmin превышает  осевую составляющую силы ре-

зания PX и опорными являются главные режущие лезвия. 

При изменении соотношения внутренней и внешней осе-

вых сил, т.е. при выполнении условия PX > Pmin, как опор-

ные кромки рассматриваются вспомогательные режущие 

лезвия выходной стороны резьбового профиля и в расче-

тах учитывались только внутренние силы резания.    

Количественно, величина давления pb на опорных 

кромках режущих профилей определяется совместным 

действием векторов осевой  XP


 и радиальной RP


 состав-

ляющих силы резания. Тонкими линиями на графике рис. 3 

обозначена составляющая давления pb(X) от действия толь-

ко осевой составляющей PX. Из графиков (рис. 3) видно, 

что при φ = 20° давление на опорных кромках примерно в 

равной мере определяется радиальной RP


  и осевой XP


  

силами; при   φ = 6° – в основном обусловлено влиянием 

составляющей XP


. Для метчиков с главным углом в плане 

φ = 6°,
 
поддержание внешней осевой нагрузки Pmin, совпа-

дающей с направлением подачи, в течение всего периода 

резьбонарезания позволяет на 30-60% уменьшить удель-

ные силы на  опорных кромках режущих профилей, рас-

положенных на первых резьбовых витках инструмента, а, 

значит, ограничить возможность дополнительного реза-

ния вспомогательными режущими кромками, приводяще-

го к разбиванию резьбового профиля.  При φ = 20°, внеш-

няя осевая нагрузка Pmin позволяет уменьшить давление 

pb(X) не более чем на 10%, и этом случае целесообразна 

компенсация осевой составляющей силы резания в соот-

ветствии с характером ее изменения.    

ВЫВОДЫ 

1. Расчетным путем для метчиков установлена величи-

на критического значения удельной силы pbкр = 100 Н/мм 

(сталь 45, HB200-207), при  которой начинается врезание 

вспомогательных лезвий инструмента и снятие дополни-

тельной стружки, что приводит к разбивке профиля наре-

заемой резьбы. 

2. Компенсация осевой составляющей силы резания в 

соответствии с характером её изменения позволяет на 20-

70% (в зависимости от величины главного угла в плане 

угла φ) уменьшить давление на опорных кромках режу-

щих профилей, а, следовательно, ограничить возможность 

дополнительного резания вспомогательными режущими 

кромками. 

3. Результаты расчета давления могут быть использо-

ваны при исследовании закономерностей осевых и ради-

альных подрезаний резьб; определения витка резьбы, на 

котором возможна стабилизация величины разбивки, а 

также при проведении прочностных расчетов. 
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     Annotation. The analytically derived the law of change of 

pressure on the contact surfaces of a threaded nut tap pair as a 

set of values of axial movement of the tool that allows you to ana-

lyze the structure and geometry of the cutting part of the terms of 

the possibility of stabilizing the value of a breakdown in the first 

turns of thread cutting. By calculation for taps installed the criti-

cal values of specific strength, which starts at the infeed support 

of subsidiary blade removal tool and more chips. which leads to a 

breakdown of the profile of thread cutting. Calculated scheme for 

determining the reference cutting edge elementary profiles. Gras-

obtained feke pressure changes on the support edges of the pro-

file  output taps for different values of the entering angle. 

 

    Keywords: tap, support edges, the specific cutting force, preci-

sion threading, thread split.  
 

REFERENCES 

1. Matveev V.V. Narezanie tochnyh rez'b [Cutting fine 

thread], Moscow, Mashinostroenie, 1978, 85 p. (in Russ.) 

2. Ivanina I.V. Influence of parameters of the cutting part 

of the tap on the accuracy of threading [Vliyanie parametrov 

rezhushhey chasti metchika na tochnost' narezaniya rez'by], 

Izmeritel'naya tehnika [Measuring equipment], 2005, no.10, 

pp. 38-41. (in Russ.)  

3. Ivaninа I.V. Compensation of axial component of the 

cutting force when tapping [Kompensaciya osevoy 

sostavlyajushchey sily rezaniya pri narezanii rez'b metchika-

mi], Mashinostroenie: setevoy elektronnyy nauchnyy zhurnal 

[Engineering: network electronic scientific journal], 2014, 

vol.2, no.3, pp.1-5. (in Russ.) 

4. Ivaninа I.V. The impact in terms of the angle and the 

angular spacing between the teeth on the smoothness of 

threading tool in generating cutting scheme [Vliyanie ugla v 

plane i uglovogo shaga mezhdu zub'yami na plavnost' raboty 

rez'bonareznogo instrumenta pri generatornoy skheme rezani-

ya], Izvestiya vuzov. Mashinostroenie [Proceedings of the uni-

versities. Mechanical Engineering], 2004, no.10, pp. 56-63. 

(in Russ.)  

5. Dobryansky S.S. Forces of cutting and accuracy at 

threading grooves by heads [Sili i tochnist' pri narizuvanni 

riz'b golovkami], Vіsnik Nacіonal'nogo tehnіchnogo unіversi-

tetu Ukraїni "Kiїvs'kiy polіtehnіchniy іnstitut", Serіya: Mashi-

nobuduvannya [Proceedings of the National Technical Uni-

versity of Ukraine "Kyiv Polytechnic Institute". Series: Me-

chanical Engineering], 2012, no.66, pp. 43-46. (in Russ.) 

6. Lopuhov V.P. The methodology for calculating the axial 

undercut tapping [Metodika rascheta osevyh podrezaniy rez'b 

metchikami], STIN [STIN], 2009, no.7, pp. 39-40. (in Russ.) 

7. Ivanina I.V. Simulation model for generating scheme of 

threading [Imitatsionnaya model' rez'bonarezeniya po genera-

tornoy skheme], Vestnik MGTU. Mashinostroenie [Garold of 

BMSTU. Mechanical engineering], 2002, no.4, pp. 56-68. (in 

Russ.)  

8. Dreval A.E. Cutting forces at tapping [Usiliya rezaniya 

pri rez'bonarezanii metchikom], Izvestiya VUZov. Mashi-

nostroenie [News of universities. Mechanical engineering], 

1970, no.9, pp. 174-178. (in Russ.) 

9. Goldfeld M.H. The axial cutting force at tapping [Ose-

voe usilie rezaniya pri rez'bonarezanii metchikami], Vestnik 

mashinostroeniya [Garold of mechanical engineering], 1968, 

no.5, pp. 67-69. 

mailto:I-IVANINA@yandex.ru


Russian Internet Journal of Industrial Engineering.2017. Vol. 5, no. 1  

 

 

Машиностроение: сетевой электронный научный журнал. 2017. Том 5, №1 22  
 

10. Matveev V.V. Investigation of power curves for thin 

sections [Issledovanie silovyh zavisimostey pri tonkih srezah], 

Protyazhnoj instrument: Materialy konferencii, Chelyabinsk, 

1969, Part I, pp. 153-160. (in Russ.) 

11. Ivaninа I.V. The effect of pressure on the bearing sur-

faces of the cutting in profiles on the accuracy of thread cut-

ting. [Vliyanie davleniya na opornyh poverhnostyah rezhush-

chih profiley na tochnost' narezaemoy rez'by], Nauka i obra-

zovanie. MGTU im. N.E. Baumana [Science and education. 

MSTU. N.E. Bauman], 2013, no.8. (in Russ.) 

12. Dreval A.E. Issledovanie tochnosti narezaniya rez'b 

metchikami: dis. … kandidata tekhn. nauk [The investigation 

of precision tapping: the dis. of the candidate of engineering 

science], Moscow, 1972, 157 c. (in Russ.) 

 

__________________ 

Библиографическое описание статьи 

Иванина И.В. Исследование точности нарезания резьб 

метчиками // Машиностроение: сетевой электронный 

научный журнал. – 2017. – Т.5, №1. – С. 18-22. 

Reference to article 

Ivanina I.V. The investigation of precision tapping, Rus-

sian Internet Journal of Industrial Engineering, 2017, vol.5, 

no.1, pp. 18-22. 

__________________ 

 

 



Russian Internet Journal of Industrial Engineering. 2017. Vol. 5, no. 1 

 

 

Машиностроение: сетевой электронный научный журнал. 2017. Том 5, №1 23  
 

Аналитическая реконфигурация системы 

управления полетом воздушного судна                          

с сохранением заданных характеристик 

устойчивости

Ефанов Д.Е. 

ФГУП ГосНИИ ГА 

г. Москва, Российская Федерация 

efanovde@bk.ru  

 
Аннотация. В работе сформулированы основные положе-

ния методики аналитического решения задачи сохранения 

заданных характеристик устойчивости воздушного судна при 

реконфигурации системы управления полетом в условиях 

отказов исполнительной подсистемы. Показано, что исполь-

зование данной методики реконфигурации и синтезированно-

го с помощью декомпозиционного метода аналитического 

множества стабилизирующих законов управления с исправ-

ной и отказавшей исполнительной подсистемой и учетом 

перекрестных связей между каналами управления позволяет 

полностью компенсировать последствия отказов исполни-

тельной подсистемы в каждом из каналов управления при 

соблюдении условий полной управляемости модели движе-

ния летательного аппарата как динамической системы. Это 

позволяет таким образом реконфигурировать систему управ-

ления полетом, что всегда обеспечивается устойчивость дви-

жения воздушного судна с точно заданными полюсами. При 

исследовании отказов в виде постепенного снижения эффек-

тивности рулевых поверхностей установлено, что в синтези-

рованных аналитических законах управления происходит 

соответствующее автоматическое увеличение коэффициентов 

усиления обратных связей исправных каналов исполнитель-

ной подсистемы, а также перераспределение управляющих 

сигналов между управляющими органами за счет имеющихся 

перекрестных связей между каналами управления. Некото-

рые полученные решения по реконфигурации законов 

управления оказываются неудовлетворительными, посколь-

ку при обеспечении устойчивости движения,  существенно 

ограничивается возможность совершения маневров. Объяс-

нением этого служат относительно малые величины мер 

управляемости системы, представляющие собой функции от 

грамиана управляемости и непосредственно связанные с тя-

жестью отказов исполнительной подсистемы. Полученные 

результаты могут быть использованы на этапе конструиро-

вания облика перспективных систем управления для опти-

мизации характеристик рулевых приводов с учетом повы-

шенных требований к отказобезопасности.    

Ключевые слова: воздушное судно, безопасность полета, 

устойчивость, система управления полетом, исполнительная 

подсистема, отказ, реконфигурация, стабилизирующий закон 

управления, математическая модель в пространстве 

состояний, размещение полюсов, матричный делитель нуля, 

декомпозиция, аналитический синтез, параметризация 

множества эквивалентных решений, мера управляемости. 

ВВЕДЕНИЕ 

Повышение безопасности полетов (БП) воздушных су-

дов (ВС) определяет актуальность разработки систем 

управления полетом (СУП), способных выявлять отказы и 

компенсировать их последствия. Современные ВС харак-

теризуются высокой степенью аналитической (функцио-

нальной) избыточности исполнительных подсистем СУП, 

поэтому при возникновении отказов существует возмож-

ность перераспределения функций. При этом на совре-

менном этапе функциональная (аналитическая) реконфи-

гурация исполнительной подсистемы СУП ВС не исполь-

зуются в полной мере. 
Различают пассивный и активный подходы к реконфи-

гурации СУП. В пассивном подходе целью является полу-
чение такого закона управления (ЗУ), который удовлетво-
ряет всем заданным критериям, как в штатных, так и в 
нештатных ситуациях. Здесь же выделяют надежный и 
робастный подходы. Надежность достигается за счет того, 
что законы реконфигурации рассчитываются предвари-
тельно на основе анализа характеристик ВС в различных 
ситуациях, включая аварийные. В процессе синтеза для 
обеспечения надежности, как правило, стараются полу-
чать решения с минимальным числом элементов в каналах 
управления. Робастные пассивные ЗУ обеспечивают низ-
кую чувствительность заданных критериев к изменениям 
параметров отказов. Полученные законы управления 
встраиваются в СУП или подключаются к управлению 
при возникновении отказов. 

Активный подход основан на использовании схем 

идентификации отказов. В процессе идентификации необ-

ходимо вовремя обнаружить, локализовать и при необхо-

димости диагностировать возникающий отказ, который 

может привести к снижению уровня БП. Быстродействие 

алгоритмов должно быть достаточно высоким, чтобы не 

допустить развитие аварийной ситуации в полете, вовремя 

проинформировать экипаж и осуществить эффективную 

компенсацию последствий отказа. Перспективным 

направлением являются гибридные подходы к реконфигу-

рации СУП, в которых осуществляется интеграция пас-

сивных и активных методов. 

Большинство современных практических методов ре-

конфигурации СУП основано на применении численных 

статистических алгоритмов. Статистические алгоритмы 

характеризуются высокими вычислительными затратами 

и, соответственно, низкими показателями быстродей-

ствия. Определение точных и достоверных решений с по-

мощью таких алгоритмов требует большого объема дан-

ных. Численные решения не позволяют осуществлять ана-
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литические исследования получаемых результатов и фор-

мировать рекомендации по устранению причин неразре-

шимости той или иной задачи, что существенно затрудня-

ет синтез надежных законов реконфигурации СУП ВС. 

Для устранения вышеназванных недостатков в работе 

расширяется область использования аналитических мето-

дов решения задач за счет синтеза аналитических ЗУ, 

обеспечивающих сохранение заданных характеристик 

устойчивости при реконфигурации СУП. Далее представ-

ляются результаты проведенных исследований в этом 

направлении. 

Проблемам повышения БП ВС за счет реконфигурации 

СУП при отказах исполнительной подсистемы посвящены 

труды многих отечественных авторов: Акимов А.Н., Во-

робьев В.В., Коноплев Ю.К., Шабалин В.А. и др. Их рабо-

ты в значительной мере способствовали изучению вопро-

сов численной реконфигурации СУП ВС при непрогнози-

руемых отказах в разомкнутом контуре управления. 

Разработка аналитических методов реконфигурации 

СУ является сравнительно новым направлением повыше-

ния БП ВС. Существенный вклад в разработку данных 

методов внесли Косьянчук В.В, Зыбин Е.Ю., Халдин Е.В., 

Гласов В.В, Колодяжная Т.А. Их работы содержат фунда-

ментальные основы синтеза надежных законов реконфи-

гурации СУП, математическую основу которых составили 

аналитические методы решения матричных уравнений, 

развитию которых посвящены работы Букова В.Н., Ряб-

ченко В.Н, Косьянчука В.В, Мисриханова М.Ш., Асанова 

А.З., Зыбина Е.Ю., Сапожникова А.В. 

Однако в трудах этих ученых недостаточно уделено 

задаче обеспечения заданных характеристик устойчивости 

при реконфигурации СУП при отказах и повреждениях 

элементов исполнительной подсистемы. Поэтому резуль-

таты, полученные в этих работах, не могут быть в полной 

мере использованы при решении задачи реконфигурации 

СУП. 

Целью работы является повышение безопасности по-

лета и эффективности применения ВС различных классов 

за счет разработки теоретических и практических реко-

мендаций по обеспечению заданных характеристик 

устойчивости при реконфигурации пилотажного контура 

СУП в условиях отказов и повреждений исполнительной 

подсистемы. 

АНАЛИЗ СОСТОЯНИЯ ВОПРОСА ИССЛЕДОВАНИЙ 

По данным статистики гражданской авиации за по-

следние 50 лет более 50% авиационных катастроф проис-

ходило по причине потери управляемости ВС [1, 2]. 

В настоящее время основным средством обеспечения 

отказоустойчивости СУП является резервирование. Одна-

ко резервирование СУП не позволяет обеспечить требуе-

мую БП в полной мере. Использование функциональной 

(аналитической) избыточности СУП является наиболее 

целесообразным способом обеспечения отказоустойчиво-

сти СУП современных и перспективных ВС. Функцио-

нальная избыточность исполнительных подсистем позво-

ляет использовать одну и ту же рулевую поверхность (РП) 

для управления в различных каналах. В этом случае для 

повышения БП ВС при возникновении отказов возможно 

осуществлять реконфигурацию СУП путем перераспреде-

ления функций отказавших элементов на исправные. 

В зависимости от наличия информации об отказах и 
способах использования избыточности исполнительных 
подсистем подходы к реконфигурации СУП подразделя-
ются на две категории: пассивные (безопасные и надеж-
ные) и активные (проекционные и оперативные) [3, 4]. 
Пассивные законы реконфигурации реализуются с помо-
щью предварительно рассчитанных коэффициентов для 
всех требуемых отказов и их комбинаций. Активные зако-
ны компенсируют возникающие отказы путем оператив-
ной реконфигурации СУП на основе информации от си-
стемы идентификации отказов. Наиболее перспективным 
направлением является разработка гибридных законов 
реконфигурации СУП, когда интегрируются пассивные и 
активные методы. 

Эффективность отказоустойчивой СУП зависит от 
времени идентификации отказов, точности идентифици-
руемых параметров моделей, а также времени, необходи-
мого для реконфигурации управления. Возникновение 
отказа в СУП может привести к аварийной ситуации, по-
этому время, необходимое для идентификации, анализа и 
реконфигурации существенно ограничено. Необходи-
мость обеспечения продолжения полета при возникнове-
нии любого отказа, возможно с дополнительными ограни-
чениями, является основной целью отказоустойчивой 
СУП. Используемые при построении СУП алгоритмы 
должны иметь низкие вычислительные затраты и высокую 
степень точности.  

Подавляющее большинство современных методов оп-
тимальной и робастной реконфигурации СУП основаны 
на применении численных статистических алгоритмов. 
Такие решения не позволяют осуществлять аналитическое 
исследование получаемых результатов и формировать 
рекомендации по устранению причин неразрешимости 
той или иной задачи. Они характеризуются высокими вы-
числительными затратами и низкими показателями быст-
родействия. Определение точных и достоверных решений 
с помощью алгоритмов численной оптимизации требует 
большого объема измерений. Поэтому основным требова-
нием к получаемым решениям является их аналитичность 
и замкнутость. 

Законы функциональной реконфигурации, в отличие 
от аппаратной, не являются статичными и должны быть 
адаптивными по параметрам полета. Построение полно-
ценных адаптивных алгоритмов активной реконфигура-
ции управления ВС сдерживается нерешенными пробле-
мами идентификации замкнутых динамических систем. 
Поэтому адаптивные свойства законам реконфигурации 
придают за счет прямой коррекции их коэффициентов по 
параметрам движения ВС  с использованием аналитиче-
ских методов синтеза. 

Достаточно эффективное использование возможностей 
аналитических методов синтеза продемонстрировано в 
работах Косьянчука В.В., Зыбина Е.Ю. и других авторов 
[5-7]. Однако в этих работах решается задача сохранения 
эффективности управления при реконфигурации – т.е. 
максимального сохранения стереотипа управления. При 
невозможности точного сохранения показателей эффек-
тивности осуществляется поиск оптимального решения, 
гарантирующего минимальное отклонение полюсов ре-
конфигурированной системы, что, однако, никак не гаран-
тирует сохранения устойчивости ВС как в процессе пере-
ключения ЗУ, так и после. 
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В общем случае проблема обеспечении устойчивости 

при переключении управления рассматривается в теории 

динамических переключаемых систем (систем с переклю-

чением), которая достаточно интенсивно развивается в 

последние десятилетия. Причины возникновения и ста-

новления этой теории заключаются в следующем. 

Известно, что с большой степенью адекватности ре-

альные динамические процессы описываются нелиней-

ными моделями в виде нелинейных дифференциальных 

или дискретных уравнений. Зачастую нелинейные харак-

теристики могут быть аппроксимированы кусочно-

линейными функциями (как это делается, например, при 

аппроксимации аэродинамических коэффициентов в зави-

симости от режима полета). Таким образом, нелинейные 

динамические системы с заданной степенью приближения 

можно представить в виде некоторой последовательности 

переключаемых по определенным законам линейных си-

стем. Это позволяет рассматривать нелинейные системы 

как вид переключаемых или логико-динамических систем. 

Другой класс переключаемых систем характеризуется 

переключающимся управлением. Этот класс систем появ-

ляется, во-первых, когда существуют резкие изменения в 

параметрах и/или структуре динамической системы (отка-

зы, ремонт, влияние внешней среды), и, во-вторых, когда 

в системе присутствует переключаемый регулятор. 

Отметим, что переключаемые системы широко ис-

пользуются в различных отраслях народного хозяйства 

при управлении механическими системами, технологиче-

скими процессами, в преобразователях энергии, интеллек-

туальных системах и робототехнике. 

Одной из наиболее важных проблем в теории динами-

ческих систем с переключением является обеспечение 

устойчивости протекающих процессов. При исследовании 

устойчивости выделяют три задачи. 

Первая задача состоит в определении условий, гаран-

тирующих устойчивость системы для любого переключа-

ющего сигнала.  

Вторая задача заключается в определении классов сиг-

налов переключения, при которых система будет асимп-

тотически устойчивой. Здесь можно указать результат, 

согласно которому в предположении, что все отдельные 

системы устойчивы в отдельности, то устойчивость гаран-

тируется при достаточно медленных переключениях. 

Третья задача состоит в конструировании сигнала пе-

реключения, который обеспечивает устойчивость систе-

мы. Эта задача имеет смысл только в том случае, если ни 

одна из переключающихся систем не является неустойчи-

вой. 

Задача обеспечения заданных характеристик устойчи-

вости в динамических системах  рассматривалась в мно-

гочисленных работах, но свою актуальность не утратила. 

Иначе она называется задачей размещения полюсов (pole 

placement), задачей размещения собственных значений 

(eigenvalue assignment) или модальным управлением 

(modal control). В данной работе рассматриваются методы 

размещения полюсов применительно к управлению ВС, 

рассматриваемому как MIMO-система. 

Число разработанных за последнее время методов раз-

мещения полюсов (модальных методов) и их разнообраз-

ных модификаций для линейных систем, заданных в про-

странстве состояний, неуклонно растет. К наиболее часто 

цитируемым относятся методы  Басса и Гура, Аккерман-

на, Мейна и Мардоха, Маки и ван де Вейта, Барнетта, Го-

уришанкара и Ремера, Мура, Клейна и Мура, Портера и 

Д’Аццо, Уонема, Мунро, Флемма, Варги, Феми и 

О’Рейли, Каутского, Никольса и Ван Доорена [8-10] и др. 

Из перечисленных методов только четыре допускают по-

лучать решение задачи размещения полюсов в аналитиче-

ском виде, а именно, Аккерманна, Басса-Гура, Уилкинсо-

на, Эрзерберга. 

Однако каждый из этих методов имеет свои суще-

ственные ограничения, не позволяющие их использовать 

для решения задачи реконфигурации. Так метод Аккер-

манна, основанный на обеспечении заданных коэффици-

ентов характеристического полинома замкнутой системы, 

имеет то ограничение, что он разработан для систем с од-

ним входом и одним выходом (SISO – Single Input Single 

Output). Кроме того, уже при размерности характеристи-

ческого полинома более 8 возникают существенные 

ошибки в задании полюсов из-за ошибок (погрешностей) 

в задании исходных коэффициентов. Метод Басса-Гура 

предназначен для модального синтеза регуляторов систем 

со многими входами. Суть метода состоит в использова-

нии известного свойства управляемости системы. Этот 

метод имеет алгебраический характер и представляет со-

бой алгоритм синтеза Басса-Гура, сформулированный в 

условиях векторного входа. Такой подход приводит к 

сужению множества регуляторов, обеспечивающих си-

стеме одно и то же расположение полюсов, поскольку 

вместо имеющегося множества входов системы фактиче-

ски используется только один. Кроме того, существенным 

ограничением метода Басса-Гура является необходимость 

обращения неразреженных (плотных) матриц управляемо-

сти высокого порядка, составленных из векторов из под-

пространств Крылова. Обращение таких матриц для си-

стемы, например 8-го порядка, уже практически невоз-

можно. 

Метод модального синтеза Уилкинсона не имеет огра-

ничений метода Басса-Гура, однако характеризуется не 

менее существенными ограничениями: 1) исходная мат-

рица собственной динамики должна быть циклической, 

т.е. матрица, составленная из собственных векторов 

должна быть обратима; 2) собственные значения, не яв-

ляющиеся действительными, должны образовывать ком-

плексно-сопряженные пары; 3) комплексно-сопряженным 

собственным значениям должны соответствовать ком-

плексно-сопряженные векторы постоянных параметров; 4) 

ни одно собственное значение замкнутой системы не 

должно совпадать с собственными значениями разомкну-

той системы.  

Метод Эрзбергера относится к методам решения задач 

слежения за моделью. Эта задача в общем случае форму-

лируется следующим образом: можно ли управлять про-

цессом (объектом) так, чтобы он вел себя как заданная 

модель? Такая задача разрешима тогда и только тогда, 

когда выполняются условия, называемые условиями Эр-

збергера. Эти условия накладывают существенные огра-

ничения на вид желаемой матрицы собственной динами-

ки, а также столбцы матрицы эффективности управления. 

Более того, до сих пор не решены в аналитическом виде 

вопросы задания “хорошей” матрицы желаемой собствен-

ной динамики (т.н. проблема матричного пополнения). 



Russian Internet Journal of Industrial Engineering. 2017. Vol. 5, no. 1 

 

 

Машиностроение: сетевой электронный научный журнал. 2017. Том 5, №1 26  
 

Таким образом, ни один из широко известных методов 

не позволяет решить задачу обеспечения заданных харак-

теристик устойчивости в аналитическом виде. 

Недавно отечественным ученым Рябченко В.Н. [8] был 

разработан кардинально новый подход к размещению по-

люсов в замкнутой системе, названный декомпозицион-

ным методом. В основе метода лежит специфическое пре-

образование подобия представления исходной системы, 

выполняемое на основе матричных делителей нуля и 

псевдообратных матриц. Получаемое представление пре-

образованной системы содержит в явном виде элементы, 

изменение которых с помощью обратной связи (ЗУ) поз-

воляет обеспечить заданное (точное) расположение полю-

сов замкнутой MIMO-системы в аналитическом виде. 

Данный метод также имеет существенное ограничение – 

обязательную независимость столбцов матрицы эффек-

тивности управления ВС, которое не выполняется в связи 

с наличием функциональной избыточности СУП. Однако 

проведенные исследования показывают возможность его 

модификации и построения аналитического решения за-

дачи размещения полюсов при реконфигурации. Более 

того, возможно описание конечного решения в виде ана-

литического формализованного множества, что  позволяет 

ставить и решать дополнительные задачи, в том числе, 

задачу плавного переключения закона управления, что 

особенно важно при возникновении отказов. 

Сформулируем постановку задачи исследований, за-

ключающаяся в поиске решения задачи сохранения задан-

ных характеристик устойчивости ВС при реконфигурации 

СУП в случае возникновения отказов и повреждений ис-

полнительной подсистемы, базирующееся на решении 

следующих частных задач: 

- во-первых, разработать модификацию декомпозицион-

ного метода размещения полюсов, позволяющую обеспе-

чивать построение в явном (аналитическом) виде множе-

ства эквивалентных законов управления СУП ВС при 

функциональной избыточности исполнительной подси-

стемы; 

- во-вторых, разработать методику и алгоритмы аналити-

ческого решения задачи сохранения заданных характери-

стики устойчивости ВС при реконфигурации  СУП на ос-

нове модифицированного метода размещения полюсов;  

- в-третьих, на примере управления движением ВС отра-

ботать методику практического использования разрабо-

танных алгоритмов реконфигурации СУП перспективных 

самолетов гражданской авиации. 

ДЕКОМПОЗИЦИОННЫЙ МЕТОД РАЗМЕЩЕНИЯ ПОЛЮСОВ 

Рассмотрим линейную MIMO-систему, уравнения кото-

рой заданы в виде 

       ( ) ( ) ( ), ( ) ( )t t t t t   x x u y xA B C . (1) 

Здесь t – время, которое может быть либо непрерывным 

[0, )t    , либо дискретным 
0 {0,1,2, }t  . 

Вектор nx  соответствует вектору состояния размерно-

сти n ; ru  – вектору входа (управления) размерности 

r ; my  – вектору выхода (измерения) размерности m . 

Оператор   обозначает либо дифференцирование по 

времени для непрерывной системы, т.е. ( ) ( )t t x x , либо 

операцию сдвига во времени для дискретной системы, т.е. 

( ) ( 1)t t  x x . Множество  обозначает действитель-

ные числа (вещественную ось), а k  – соответственно 

вещественное пространство размерности k . 

Считается, что множество собственных значений 

матрицы A   

    eig : det 0i n    A I A  

обязательно включает такие комплексные числа 
i  , 

что их действительные части  Re 0i   для случая 

( ) ( )t t x x , или их модуль 1i   для случая 

( ) ( 1)t t  x x . Здесь 
nI  – единичная матрица порядка n ; 

i  – модуль собственного значения 
i ;  – множество 

комплексных чисел (комплексная плоскость). 

Введем понятие множества stab , которое в зависимости 

от типа динамической системы (непрерывной или дис-

кретной) обозначает соответственно левую полуплоскость 
 , т.е. stab  , либо область внутри круга единичного 

радиуса с центром в начале , т.е. stab

1 
. При этом 

  stabeig A  – условие асимптотической устойчивости, 

выраженное в терминах собственных значений (полюсов) 

матрицы. 

Предполагается, что для MIMO-системы (1) существу-

ет управление с отрицательной обратной связью вида 

                                       ( ) ( )t t u xK , (2) 

где r nK  – матрица коэффициентов (матрица регуля-

тора). 

Пусть  T Tnull B B  – матричный делитель нуля, 

удовлетворяющий следующим условиям: 
( )n r r



  0B B , 

T

n r

 

B B I , где 
B  – псевдообратная матрица Мура-

Пенроуза; 
r r0  – нулевая матрица размера r r .  

Введем в рассмотрение следующую многоуровневую 

декомпозицию динамической системы (1) с матрицами 
n nA , n mB  и 

nC I . 

Нулевой (исходный) уровень 

                             
0 A A , 

0 B B ,                            (3) 

Первый уровень  

                      T

1

 A B AB , 
1

B B AB ,                    (4) 

k-й (промежуточный) уровень  

                 T

1 1 1k k k k

 

  A B A B , 
1 1 1k k k k



  B B A B ,       (5) 

L-й (конечный) уровень, ceil( / ) 1L n r  , 

                 T

1 1 1L L L L

 

  A B A B , 
1 1 1L L L L



  B B A B .       (6) 

Здесь ceil (*)  – операция округления числа * в сторону 

большего значения, например, ceil(0.3) 1 , ceil(1.1) 2 , 

ceil(2.01) 3  и т.д. 

Если MIMO-система (1) с парой матриц ( , )A B  полно-

стью управляема, то полностью управляемы и все систе-

мы с матриц ( , )i iA B  (4)-(5). 

Пусть MIMO-система (1) полностью управляемая и все 

матрицы 
iB   имеют полные ранги по строкам, а матрица 

r nK  удовлетворяет формулам “сборки” 

             
0 0 0 0 0 0 1 0Φ ,        K K B A B B B K B , (7) 
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1 1 1 1 1 1 1 2 1Φ ,       K B A B B B K B ,…            (8) 

               
1Φ ,k k k k k k k k k

    

   K B A B B B K B ,…          (9) 

                        ΦL L L L L

  K B A B ,                               (10) 

тогда справедливым оказывается равенство 

                      
1

1

1

eig eig(Φ )
L

i

i







 A BK .  (11) 

Ограничение в виде полноты ранга матриц 
iB  вступает 

в противоречие с наличием функциональной избыточно-

сти СУП, поэтому был разработан алгоритм, позволяю-

щий устранить это ограничение. Он включает следующие 

шаги: 

1) проверить ранг матрицы B ; 

2) если rank rB , то выполнить скелетное разложение 

B BT ; 

3) назначить матрицы 
0 A A , 

0 B B ;  

4) вычислить ceil( / ) 1L n r  ; 

5) задать матрицы 
0  , 

1 , …, ,L  такие, что 

1

1

1

eig( )
L

i

i







  – желаемое множество собственных значений 

замкнутой системы; 

6) рассчитать делитель нуля 
0


B , а затем матрицы  

+

1 0 0 0

 A B A B , 
1 0 0 0

B B A B , …,  

+

1 1 1k k k k

 

  A B A B , 
1 1 1k k k k



  B B A B ; 

7) вычислить делитель нуля 
k


B , а затем матрицы 

+

1k k k k

 

 A B A B , 
1k k k k



 B B A B ,…; 

8) определить делитель нуля 2L



B , а затем матрицы 

+

1 2 2 2L L L L

 

   A B A B , 
1 2 2 2L L L L



   B B A B ; 

9) рассчитать делитель нуля 
1L



B , а затем матрицы 

+

1 1 1L L L L

 

  A B A B , 
1 1 1L L L L



  B B A B ; 

10) последовательно вычислить матрицы 

L L L L L

  K B A B , 

1 1 1L L L L

  

   B K B B , 
1 1 1 1 1L L L L L

 

     K B A B ,…, 

1k k k k

  

 B K B B , 
k k k k k

  K B A B ,…, 

1 2 1 1

   B K B B , 1 1 1 1 1

  K B A B , 

0 1 0 0

   B K B B ,  0 0 0 0 0

     K T K T B A B . 

Полученный регулятор 

        0 0 0 0 0 0 1 0 0,          K T K T B A B B K B B   (12) 

обеспечивает выполнение условия (11), т.е. условия за-

данного размещения полюсов. 

На основе анализа соотношений рассмотренного в 

данном разделе декомпозиционного метода размещения 

полюсов определены источники возникновения множе-

ства эквивалентных ЗУ ВС. Здесь можно выделить три 

источника множества эквивалентных решений в виде за-

конов управления, т.е. множества матриц регулятора 
{}K , 

для которых выполняется равенство 

                         
1

{} 1

1

eig eig Φ
L

i

i







 A BK . (13) 

1. Из основных положений приведенного выше метода 

и построенного на его основе алгоритма размещения по-

люсов следует, что, в общем случае никаких ограничений 

на матрицы 
1Φi
 не накладывается за исключением соот-

ветствия их множеств собственных значений заданным. 

2. Следующим источником формирования множества 

эквивалентных законов 
{}K  является потеря полного ранга 

по столбцам матриц 
iB  в процедуре декомпозиции (3)-(6). 

Рассмотрим “скелетное” разложение 
i i iB BT  в случае 

потери ранга по столбцам матрицы 
iB . При этом выпол-

няется равенство множеств собственных значений 

   eig eigi i i i i i i

  A B K A BT K , 

где 
i i

 TT I . Если согласно формуле (12) к матрице 
i i


T K  

добавить слагаемое, образованное делителем нуля, 
iR iB , 

где 
iR


B  – правый делитель нуля матрицы 

iB , т.е. 

0i iR

 B B , 
i  – матрица подходящих размеров с произ-

вольными элементами, то будет выполняться равенство 

              eig eigi i i i i i i iR
    A B K A B T K B .  (14) 

Таким образом, аддитивная добавка к регуляторам 
iK , 

получаемым на каждом уровне декомпозиции математи-

ческой модели MIMO-системы (1), порождает собствен-

ное подмножество множества эквивалентных законов 

управления. 

3. Наконец, третьим источником, порождающим экви-

валентные законы, является неполнота ранга по столбцам 

матрицы 
0B B  модели (1). Этот источник с формальной 

точки зрения подпадает под только что приведенные рас-

суждения относительно “скелетного” разложения 

i i iB BT . Однако, он вынесен его в отдельную категорию 

вследствие того, что только добавка 
0R i R i  B B  (на ну-

левом уровне декомпозиции) является аддитивной, а все 

остальные в силу процедуры “сборки” регулятора (7)-(9) 

можно считать мультипликативными. 

Также во втором разделе приведены методические 

примеры синтеза и оценка вычислительных затрат деком-

позиционного метода размещения полюсов. Кроме того, 

для линеаризованных моделей изолированного продоль-

ного и бокового движения ВС с помощью рассмотренного 

декомпозиционного метода размещения полюсов получе-

ны аналитические (символьные) выражения стабилизиру-

ющих законов управления, обеспечивающих заданное 

размещение полюсов. Результаты математического моде-

лирования управления продольным и боковым движением 

гипотетических ВС с использованием аналитических за-

конов управления показали их большие возможности по 

обеспечению заданных требований по устойчивости и 

управляемости ВС. 

СИНТЕЗ ЗАКОНА РЕКОНФИГУРАЦИИ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ 

На основе модифицированного метода размещения 

полюсов формулируется и решается прикладная задача 

реконфигурации СУП при непрогнозируемых отказах ис-

полнительной подсистемы. 

Рассматриваемый в работе среднемагистральный пас-

сажирский самолет выполнен по нормальной схеме. Стре-
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ловидное крыло – низко расположенное и механизиро-

ванное (предкрылки и однощелевые закрылки). Верти-

кальное оперение – однокилевое, горизонтальное опере-

ние расположено на хвостовой части фюзеляжа. Аэроди-

намическими органами управления по тангажу являются 

управляемый стабилизатор (балансировка) и рули высоты, 

по крену – элероны, по рысканию – руль направления.   

Для определенности при решении задач реконфигура-

ции СУП в работе используется непрерывная линейная 

модель движения воздушного судна, т.е. ( ) ( )t t x x . Эта 

модель получена на основе линеаризации системы нели-

нейных дифференциальных уравнений движения ВС, рас-

сматриваемого как абсолютно жесткое тело, симметрич-

ное относительно вертикальной плоскости OXY связан-

ной системы координат.  Вектор состояния модели ВС в 

форме (1) имеет вид 

 
T

8, 8z x y nV        x , 

где , ,x y z    – угловые скорости крена, рыскания и тан-

гажа, соответственно; , , ,    – углы атаки, наклона 

траектории, крена и скольжения, соответственно; V  – 

скорость полета. Вектор управления модели ВС в форме 

(1) равен 

 
T

л п л п 5

в в э эн , 5r     u , 

 где л п

в в,   – углы отклонения левого и правого руля вы-

соты, соответственно, с диапазонами отклонения (–

27º…22º);   – угол отклонения стабилизатора с диапазо-

ном отклонения (–12º…2º); 
н  – угол отклонения руля 

направления (–27º…27º); л п

э э,   – углы отклонения левого 

и правого элерона, соответственно, с диапазонами откло-

нения (–27º…15º). 

С использованием методики разделения движения на 

возмущенное и невозмущенное матричное представление 

продольного и бокового движения ВС имеет вид  

 
(15)  

 

Как видно из структуры матрицы эффективности 

управления B , рассматриваемая модель ВС учитывает 

перекрестные связи между каналами (органами) управле-

ния ВС для продольного и бокового движения.  

Поскольку при изменении режима полета ВС изменя-

ются аэродинамические коэффициенты 
ija  и 

ijb , то пред-

полагается, что отказы и повреждения в исполнительной 

подсистеме СУП ВС также приводят к изменению коэф-

фициентов 
ijb , а при полной потере управляемости вплоть 

до нулевых значений. Наихудшие случаи отказов в канале 

руля высоты и в канале элеронов исполнительной подси-

стемы СУП связывается с полным нарушением взаимной 

«симметрии» коэффициентов в матрице B , при которой 

выполняются неравенства  1 2 5 6, , 2,4,6,7i i i ib b b b i   . 

В работе задача реконфигурации пилотажного контура 

СУП решалась в аналитическом виде, т.е. без числовых 

ошибок. При этом, рассмотрено два подхода к решению 

этой задачи. 

1. Анализируются источники, порождающие множе-

ство эквивалентных законов управления (ЗУ) 
{}K , а имен-

но, 1) свобода в выборе (задании) матриц 
1Φi
 в (7)-(9); 2) 

неполнота ранга по столбцам матриц 
iB  в процедуре де-

композиции (3)-(6); 3) неполнота ранга по столбцам мат-

рицы 
0B B  исходной модели MIMO-системы (1).  

В последнем случае в ЗУ присутствует в явном виде 

аддитивная составляющая вида 
R


B . 

Для вывода расчетных соотношений аналитической 

реконфигурации СУП ВС считается, что штатный объект 

и объект с отказом исполнительной подсистемы СУП 

представлены соответствующими линейными MIMO-

системами типа (1): 

( ) ( ) ( ), ( ) ( ), nt t t t t    x x u y xA B C I , 

отк отк отк отк отк отк отк( ) ( ) ( ), ( ) ( ), nt t t t t    x x u y xA B C I . 

Таким образом, отказ исполнительной подсистемы 

СУП ВС моделируется матрицей 
откB . При этом наблю-

даются все переменные состояний штатного и отказавше-

го объектов. Также считается, что у матрицы B  ранг по 

столбцам может быть равен или меньше количества 

столбцов r , который, в свою очередь, не превышает раз-

мерности пространства состояний, т.е. rank r n B . 

Законы управления СУП штатного объекта и СУП объ-

екта с реконфигурацией соответствуют следующим урав-

нениям, соответственно, ( ) ( )t t u xK , 
отк рек отк( ) ( )t t u xK , где 

рекK  – матрица реконфигурированного ЗУ (реконфигури-

рованного регулятора). 

Считается, что матрица регулятора в ЗУ исправной 

СУП имеет вид (7) 

0 0 0 0 1 0Φ ,R
         K B A B B B B K B , 

а матрица реконфигурированного регулятора – 
рек {}K K . 

Тогда задача реконфигурации будет состоять в обеспече-

нии равенства множеств собственных значений  

   отк { }eig eig  A B K A BK , 

где 
рек { }K K  – подходящий элемент аналитического 

множества законов управления 
{}K , обеспечивающий за-

данное размещение полюсов. При этом также выполняет-
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ся условие принадлежности рассматриваемому множеству 
регулятора исправной СУП, т.е. 

0 0

{}

0 0 1 0

Φ R
  

  

  


  

K B A B B
K

B B K B
. 

2. Другим подходом к решению задачи реконфигурации 

СУП является аналитический синтез множества ЗУ 
{}K  для 

“наихудшего” (в некотором смысле) случая отказа испол-

нительной подсистемы. При этом штатный ЗУ (закон при 

нормальном функционировании), как и все другие в мень-

шей степени опасные для безопасности полета ВС отказы, 

будут являться элементами этого множества ЗУ. На приме-

ре среднемагистрального пассажирского самолета это вы-

глядит следующим образом. 

Для определенности обозначим множество заданных 

полюсов следующим образом: 

                      stab

1 2 8eig , , ...,    A BK . (15) 

Здесь 
i  – заданные полюса. Никаких дополнительных 

ограничений по значению и кратности на элементы дан-

ного множества не накладывается. В принципе, все эле-

менты (15) могут совпадать, т.е. иметь алгебраическую 

кратность равную размерности пространства состояний 

динамической системы:  

    stabeig , , ...,    A BK . 

В соответствии с приведенным выше алгоритмом вы-

полним следующие действия [Ошибка! Источник ссыл-

ки не найден.-Ошибка! Источник ссылки не найден.]:  

1) Проверим ранг матрицы B . В данном случае он равен 

5 и совпадает с размерностью вектора управления 5r  ; 

2) Поскольку rank rB , то выполнить скелетное разло-

жение B BT  нет необходимости; 

3) Назначим матрицы нулевого уровня 
0 A A  и 

0 B B  

Ошибка! Источник ссылки не найден.; 

4) Вычислим ceil( / ) 1 ceil(8 / 5) 1 1L n r     . Таким 

образом, в данном случае требуется рассмотреть только 2 

уровня декомпозиции: нулевой и первый; 

5) Поскольку размерность вектора управления равна 

5r  , то для первого и нулевого уровней можно задать, 

например, следующие диагональные матрицы: 

           1 1 2 3diag , ,    ,  0 4 8diag ,...,   , (16) 

характеризующие желаемое множество собственных зна-

чений замкнутой системы, считая их для простоты дей-

ствительными числами. Диагональная форма матриц (16)

позволяет получать ЗУ с малыми нормами матриц регуля-

торов. Минимальная норма достигается при совпадении 

всех полюсов 
i . Для формирования комплексно-

сопряженных полюсов можно воспользоваться представле-

нием комплексных чисел, например, в следующей форме: 

1 1

1 1 1 1 2 1 1

3

0

0 , = =

0 0

r

r r



   



 
 

      
 
 

; 

6) Рассчитаем делитель нуля 
0


B , а затем матрицы 

+

1 0 0 0

 A B A B , 
1 0 0 0

B B A B . Получим 

0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1



 
 

  
 
 

B ,            
11 12 13

+

1 0 0 0

0

0 0 0

0 0 0

a a a
 

 
 

   
 
 

A B A B  

21 12 13 22 12 13 25 12 13 26 12 13

1 0 0 0 41 42 45 46

61 87 71 62 87 72 64 87 74 65 87 75 65 87 76

( ) ( ) 0 ( ) ( )

0

b a a b a a b a a b a a

b b b b

b a b b a b b a b b a b b a b



    
 

   
        

B B A B . 

7) Вычислим псевдообратную матрицу 
1


B  вида  

T

1,11 1,21 1,31 1,41 1,51

1 1,12 1,22 1,32 1,42 1,52

1,13 1,23 1,33 1,43 1,53

b b b b b

b b b b b

b b b b b

    

     

    

 
 

  
  
 

B , 

элементы которой в силу громоздкости в данном случае не приводятся; 

8) На основе полученных матриц определим матрицу 
1 1 1 1 1

  K B A B  

   

   

   

   

11 1 1,11 12 13 1,11 2 1,12 3 1,13

21 1 1,21 12 13 1,21 2 1,22 3 1,23

1 31 1 1,31 12 13 1,31 2 1,32 3 1,33

41 1 1,41 12 13 1,41 2 1,42 3 1,43

51

a b a a b b b

a b a a b b b

a b a a b b b

a b a a b b b

a

  

  

  

  

   

   

   

   

   

   

    

   



K

   1 1,51 12 13 1,51 2 1,52 3 1,53b a a b b b     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 

;                                                      (17) 

9) Псевдообратную матрицу нулевого уровня в силу относительной громоздкости запишем, не раскрывая значения эле-

ментов, 
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0,12 0,13 0,14 0,15 0,16 0,17

0,22 0,23 0,24 0,25 0,26 0,27

1

540

0,42 0,43 0,44 0,45 0,46 0,47

0,52 0,53 0,54 0,55 0,56 0,57

0 0

0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0

0 0

b b b b b b

b b b b b b

b

b b b b b b

b b b b b b

     

     



     

     













B









 


.                                                           (18) 

При этом полуобратная матрица 
0 1 0 0

   B K B B  будет равна 

 

 

 

 

0,11 11 1 0,12 0,13 0,14 0,15 0,16 0,17 3 0,13

0,21 11 1 0,22 0,23 0,24 0,25 0,26 0,27 3 0,23

1

0 0,31 11 1 0,32 0,33 54 3 0,33

0,41 11 1 0,42

0 0 0

b a b b b b b b b

b a b b b b b b b

b a b b b b

b a b

 

 

 



       

       

     

 

 

 

  



B

 

0,43 0,44 0,45 0,46 0,47 3 0,43

0,51 11 1 0,52 0,53 0,54 0,55 0,56 0,57 3 0,53

b b b b b b

b a b b b b b b b



 

     

       

 
 
 
 
 
 
 
   

,                                             (19) 

где 

   0,12 0,12 2 0,12 0,11 12 13 0,13 0,13 2 0,12 0,11 12 13,b b b b a a b b b b a a                ,    0,22 0,22 2 0,22 0,21 12 13 0,23 0,23 2 0,22 0,21 12 13,b b b b a a b b b b a a                , 

   0,32 0,31 12 13 2 0,32 0,33 0,31 12 13 2 0,32,b b a a b b b a a b            ,    0,42 0,42 2 0,42 0,41 12 13 0,43 0,43 2 0,42 0,41 12 13,b b b b a a b b b b a a                , 

   0,52 0,52 2 0,52 0,51 12 13 0,53 0,53 2 0,52 0,51 12 13,b b b b a a b b b b a a                . 

Окончательно, регулятор в законе управления (2) СУП с отказавшей исполнительной подсистемой будет иметь вид 

 

0,11 0,12 0,13 0,14 0,15 0,16 0,17 0,18

0,21 0,22 0,23 0,24 0,25 0,26 0,27 0,28

рек 0,31 0,32 0,33 0,24 0,25 0,36 0,37 0,38

0,41 0,42 0,43 0,24 0,25 0,46 0,47 0,48

0

k k k k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k k k k

k

K

,51 0,52 0,53 0,24 0,25 0,56 0,57 0,58k k k k k k k

 
 
 
 
 
 
 
 
 

.        (20) 

Здесь введены обозначения 

   2

0,11 0,12 0,13 21 0,14 41 11 11 1 11 4 1 4 1,11k b b a b a a a a b             ,     0,12 0,12 0,13 22 0,14 42 0,12 4 11 12 12 1 12 13 4 1,11 1 4 1,12k b b a b a b a a a a a b b                  , 

    0,13 0,12 0,13 22 0,14 43 0,13 4 11 13 13 1 12 13 4 1,11 1 4 1,12k b b a b a b a a a a a b b                  ,   0,14 0,12 0,14 44 4 0,14 2 1,12 12 13 1,11k b b a b b a a b           ,  

0,15 0,15 55 65 0,16 75 0,17 4 0,15k b a a b a b b       , 
0,16 0,15 56 66 0,16 76 0,17 4 0,16 3 1,13k b a a b a b b b          ,  

0,17 0,15 57 67 0,16 77 0,17 4 0,17 3 87 1,13k b a a b a b b a b          ,  

0,18 0,15 58 3 4 1,13k b a b    ,    2

0,21 0,22 0,23 21 0,24 41 11 11 1 11 5 1 5 1,21k b b a b a a a a b             ,     0,22 0,22 0,23 22 0,24 42 0,22 5 11 12 12 1 12 13 5 1,11 2 5 1,22k b b a b a b a a a a a b b                  , 

    0,23 0,22 0,23 22 0,24 43 0,23 5 11 13 13 1 12 13 5 1,21 1 5 1,22k b b a b a b a a a a a b b                  ,  0,24 0,22 0,24 44 5 0,24 2 1,22 12 13 1,21k b b a b b a a b           ,  

0,25 0,25 55 65 0,26 75 0,27 5 0,25k b a a b a b b       ,  
0,26 0,25 56 66 0,26 76 0,27 5 0,26 3 1,23k b a a b a b b b          ,  

0,27 0,25 57 67 0,26 77 0,27 5 0,27 3 87 1,23k b a a b a b b a b          , 

0,28 0,25 58 3 5 1,23k b a b    ,   0,31 11 1 11 6 1,23k a a b     ,      0,32 6 2 1,32 12 13 1,31 12 11 1 1,31k b a a b a a b         ,  

    0,33 6 2 1,32 12 13 1,31 13 11 1 1,31k b a a b a a b         ,   0,34 12 13 1,31 2 1,32k a a b b    ,   0,35 55 6 1,54/k a b   ,  
0,36 56 1,54 3 1,33/k a b b   , 

0,37 57 1,54 3 1,33/k a b b   ,  
0,38 58 1,54 3 6 1,33/k a b b    ,    2

0,41 0,42 0,43 21 0,14 41 11 11 1 11 7 1 7 1,41k b b a b a a a a b             , 

    0,42 0,42 0,43 22 0,44 42 0,42 7 11 12 12 1 12 13 7 1,41 2 7 1,42k b b a b a b a a a a a b b                  , 

    0,43 0,42 0,43 23 0,44 43 0,43 7 11 13 13 1 12 13 7 1,41 2 7 1,42k b b a b a b a a a a a b b                  ,   0,44 0,42 0,44 44 7 0,44 2 1,42 12 13 1,41k b b a b b a a b           , 

0,45 0,45 55 65 0,46 75 0,47 7 0,45k b a a b a b b       ,  
0,46 0,45 56 66 0,46 76 0,47 7 0,46 3 1,43k b a a b a b b b          , 

0,47 0,45 57 67 0,46 77 0,47 7 0,47 3 87 1,43k b a a b a b b a b          , 

0,48 0,45 58 3 7 1,43k b a b    ,    2

0,51 0,52 0,53 21 0,54 41 11 11 1 11 8 1 8 1,51k b b a b a a a a b             , 

    0,52 0,52 0,53 22 0,54 42 0,52 8 11 12 12 1 12 13 8 1,51 2 8 1,52k b b a b a b a a a a a b b                  , 

    0,43 0,52 0,53 23 0,54 43 0,53 8 11 13 13 1 12 13 8 1,51 2 8 1,52k b b a b a b a a a a a b b                  ,.., 
0,55 0,55 55 65 0,56 75 0,57 8 0,55k b a a b a b b       , 

0,56 0,55 56 66 0,56 76 0,57 8 0,56 3 1,53k b a a b a b b b          , 
0,57 0,55 57 67 0,56 77 0,57 8 0,57 3 87 1,53k b a a b a b b a b          , 

0,58 0,55 58 3 8 1,53k b a b    . 
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Можно показать, что данный ЗУ исправной СУП явля-

ется частным случаем ЗУ (20).  

Матрица 
1

B   на первом уровне декомпозиции имеет 

правый делитель нуля 
T

1,11 1,21 1,31

1

1,21 1,22 1,32

1 0

0 1

R R R

R

R R R

b b b

b b b

  



  

 
   
 

B , 

где для краткости записи введены обозначения 

22 45 25 42
1,11

21 42 22 41

R

b b b b
b

b b b b

 



,   22 46 26 42

1,12

21 42 22 41

R

b b b b
b

b b b b

 



, 

21 45 25 41
1,21

21 42 22 41

R

b b b b
b

b b b b

 
 


, 21 46 26 41

1,22

21 42 22 41

R

b b b b
b

b b b b

 
 


, 

 

 
В силу этого формируется множество эквивалентных 

законов управления 
{}K  путем следующей коррекции 

матрицы 
1K : 

T

11 12 131,11 1,21 1,31

1 1

21 22 231,21 1,22 1,32

1 0

0 1

R R R

R R R

b b b

b b b

  

  

  

  

   
      

  
K K , (22) 

где 
ij  – произвольные элементы. 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ РЕКОНФИГУРАЦИИ 

Моделирование процессов реконфигурации пилотаж-

ного контура СУП ВС осуществлялось для численных 

значений коэффициентов математической модели ВС для 

8 режимов полета. Параметры указанных режимов полета 

приведены в табл/ 1. 

Максимальные скорость и высота полета самолета 

равны 870 км/ч (0,81М) и 12200 м, соответственно.  

 

Таблица 1 

Параметры исследуемых режимов полета 

Параметры 

полета 

Номер режима 

1 2 3 4 5 6 7 8 

H 
м 451.1 1066.8 1524 2926.1 7010.4 

ft 1480 3500 5000 9600 23000 

VCAS 
км/ч 249.8 286.8 296 259 296 370 421.8 481 

kts 135 155 160 140 160 200 228 260 

 

На основе банка аэродинамических характеристик са-

молета, были вычислены все необходимые значения ко-

эффициентов для соответствующих режимов полета. Чис-

ловые значения коэффициентов матриц A и B для всех 

исследуемых режимов полета приведены соответственно 

в табл. 2 и 3. 

Таблица 2  

Коэффициенты матрицы A по режимам полета 

*a  Режим 

1 2 3 4 5 6 7 8 

a11 -0.0233 -0.0251 -0.0209 -0.0220 -0.0201 -0.0187 -0.0168 -0.0126 

a12 -10.21 -7.9027 -10.849 -11.887 -10.82 -10.587 -10.988 -11.089 

a13 -9.8098 -9.8100 -9.8099 -9.8096 -9.8099 -9.8099 -9.8100 -9.8100 

a21 -0.0057 -0.0057 -0.0037 -0.0068 -0.0035 -0.0012 -0.0015 -0.0013 

a22 -0.9300 -1.1325 -1.2210 -0.8908 -1.1796 -1.2359 -1.5252 -1.2617 

a23 0.0008 0.0001 0.0004 0.0012 0.0004 -0.0005 0.0001 0 

a41 0.0002 0.0001 -0.0005 0 -0.0005 -0.0004 -0.0006 -0.0012 

a42 -0.7897 -1.4636 -1.2300 -0.9345 -1.2415 -1.6436 -2.1373 -3.1107 

a43 0.0001 0 -0.0001 -0.0002 -0.0001 0.0001 0 0 

a44 -0.2721 -0.3371 -0.3393 -0.2929 -0.3287 -0.3400 -0.3920 -0.3613 

a55 0.0278 0.0282 0.0229 0.0246 0.0220 0.0233 0.0220 0.0205 

a56 0.1139 0.0563 0.0847 0.0723 0.0851 0.0942 0.0571 0.0414 

a57 0.9876 0.9969 0.9931 0.9955 0.9931 0.9906 0.9968 0.9983 

a58 0.1370 0.1201 0.1161 0.1289 0.1128 0.0864 0.0723 0.0508 

a65 -3.4455 -4.0567 -4.7612 -3.2847 -4.7592 -4.0310 -5.5946 -9.1565 

a66 -3.4957 -3.9823 -4.1004 -3.5064 -3.9753 -1.7487 -2.1842 -2.1740 

a67 -0.8993 -0.8275 -0.9271 -0.8322 -0.9006 -0.8581 -0.8836 -0.7809 

a75 -1.9870 -2.7245 -2.9338 -2.0824 -2.9271 -4.0860 -7.3485 -10.322 

a76 0.2042 0.0340 0.1414 0.0797 0.1388 0.1576 0.0509 0.0189 

a77 -1.0407 -1.1865 -1.2224 -1.0436 -1.1851 -1.0894 -1.5010 -1.3525 

a87 -0.1087 -0.0554 -0.0813 -0.0629 -0.0814 -0.0999 -0.0552 -0.0405 

 

Таблица 3  

Коэффициенты матрицы B по режимам полета 

*b  Режим 

1 2 3 4 5 6 7 8 

b21 0.0178 0.0155 0.0150 0.0093 0.0148 -0.0021 -0.0026 -0.0024 

b25 -0.001 -0.0011 -0.0012 -0.001 -0.0011 -0.0009 -0.0012 -0.001 

b41 -0.3378 -0.5089 -0.5367 -0.3579 0.5366 -0.7353 -1.0166 -1.2216 

b45 -0.0501 -0.0634 -0.0645 -0.0544 -0.0644 -0.0814 -0.1278 -0.1698 

b54 -0.0054 -0.0060 -0.0063 -0.0052 -0.0061 -0.0013 -0.0015 -0.0011 

b61 0.2052 0.2693 0.2867 0.2198 0.2863 0.3895 0.5794 0.7527 

b64 -0.1973 -0.2659 -0.2915 -0.2027 -0.2910 -0.3929 -0.5604 -0.5505 

b65 0.5419 0.7736 0.8173 0.5463 0.8156 0.7942 1.1788 1.3880 

b71 -0.0092 -0.0121 -0.0129 -0.0099 -0.0129 -0.0156 -0.0261 -0.0339 

b74 -3.1463 -4.0119 -4.3539 -3.2558 -4.3476 -4.3085 -6.9865 -8.4561 

b75 -0.0579 -0.0435 -0.0612 -0.0507 -0.0614 -0.0287 -0.0381 -0.0144 

 

Исследования проводились для возможных сценариев, 

определяемых различным сочетанием событий (типов и 

видов отказов и управляющих воздействий). На 8 режи-

мах полета среднемагистрального пассажирского самоле-

та было исследована реконфигурация пилотажного конту-

ра СУП для 15 различных отказов, включающих 6 отказов 

приводов и 6 отказов в виде снижения эффективности 

управления рулевых органов, как по отдельности, так и в 

комбинациях. В итоге было рассмотрено 96 сценариев 

реконфигурации. Для всех исследуемых случаев полага-

лось заданным следующее множество полюсов: 

    stab

рекeig 1, 1, 1, 1.75, 2.8, 2.8, 3.5         A BK .(23) 

Элементы множества 

Ошибка! Источник ссылки не найден. достаточно близ-

ки по модулю к заданным полюсам для продольного и 

бокового каналов изолированных движений ВС [Ошибка! 

Источник ссылки не найден.]. Такие значения заданных 

полюсов обеспечивают удовлетворительные характери-

стики устойчивости и управляемости в соответствующих 

каналах. 

Отметим, что исследуемая модель движения ВС без 

обратных связей не обязательно является асимптотически 



Russian Internet Journal of Industrial Engineering.2017. Vol. 5, no. 1 

 

 

Машиностроение: сетевой электронный научный журнал. 2017. Том 5, №1 32  
 

устойчивой. Например, для первого режима H = 451.1 м,  

V = 249.8 м/с множество полюсов равно 

 
Поскольку в множестве 

Ошибка! Источник ссылки не найден. присутствует 

комплексно-сопряженная пара чисел с положительной 

действительной частью 0.0133 0.2080i , данная модель 

ВС является колебательно неустойчивой. 

На основе анализа результатов моделирования процес-

сов реконфигурации пилотажного контура СУП при отка-

зах и повреждениях исполнительной подсистемы были 

сделаны следующие выводы: 

1) Во всех рассмотренных случаях с формальной точки 

зрения не произошло нарушения условий полной управ-

ляемости модели движения ВС, как динамической MIMO-

системы, т.е. во всех случаях ранг матрицы управляемо-

сти был равен 8 (размерности пространства состояний). 

Это позволило так реконфигурировать законы управле-

ния, что всегда обеспечивалась устойчивость движения 

воздушного судна с точно заданными полюсами 

Ошибка! Источник ссылки не найден.; 

2) При постепенных отказах (в смысле уменьшения эф-

фективности рулевых поверхностей) происходило, во-

первых, увеличение коэффициентов усиления в обратных 

связях в исправных каналах исполнительной подсистемы, 

а, во-вторых, перераспределение управляющих сигналов 

за счет имеющихся перекрестных связей между каналами 

управления; 

3) Однако с позиций устойчивости и управляемости ВС 

некоторые решения оказались неудовлетворительными, 

поскольку позволяли обеспечивать устойчивость движе-

ния при практическом отсутствии возможности маневри-

рования. Объяснением этого служат слишком малые ве-

личины мер управляемости системы, представляющие 

собой функции грамиана управляемости. В качестве тако-

вой в работе использовалась функция 0.5

control ,maxiim  P  . 

Здесь 
,maxiiP  – наибольший диагональный элемент матри-

цы P решения алгебраического уравнения Ляпунова (гра-

миана управляемости) 

   T T

рек рек    P A BK P A BK BB . 

Например, для первого режима в нормальной полетной 

конфигурации данная величина составляет 0.3696 и с 

нарастанием тяжести отказов снижается от 2 до 7 раз. 

Другими словами, от 2 до 7 раз уменьшается реакция ВС 

на одни и те же управляющие сигналы пилота. Тем не 

менее, во всех исследованных случаях  с учетом сделан-

ных предположений реконфигурация была осуществлена 

успешно, что подтверждает практическую работоспособ-

ность предлагаемых алгоритмов. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе сформулированы основные положения мето-

дики аналитического решения задачи сохранения задан-

ных характеристик устойчивости воздушного судна при 

реконфигурации системы управления полетом в условиях 

возникновения отказов и неисправностей  исполнитель-

ной подсистемы. 

Особенность полученных результатов заключается в 

том, что реализация и адаптация разработанных алгорит-

мов в бортовых  комплексах управления современных и 

перспективных ВС позволит обеспечить высокий уровень 

пилотажных характеристик для состояния, обусловленно-

го отказами, в интересах безопасного продолжения и за-

вершения полета. 
Показано, что декомпозиционный метод размещения 

полюсов, используемый при синтезе стабилизирующих 
законов управления, может быть применен и для рекон-
фигурации пилотажного контура системы управления по-
летом воздушного судна.  

Продемонстрирован аналитический синтез законов 
управления, а также процедура построения множества 
эквивалентных решений на основе выявленных источни-
ков неоднозначности (свободы выбора).  

В работе показано, что использование методики ре-
конфигурации и синтезированного в работе аналитическо-
го множества стабилизирующихо законов управления пи-
лотажного контура системы управления полетом воздуш-
ного судна с исправной и отказавшей исполнительной 
подсистемой и учетом перекрестных связей между кана-
лами управления позволяет полностью компенсировать 
последствия отказов исполнительной подсистемы в каж-
дом из каналов управления при соблюдении условий пол-
ной управляемости модели движения летательного аппа-
рата, как динамической системы. Это позволяет таким 
образом реконфигурировать законы управления, что все-
гда обеспечивается устойчивость движения воздушного 
судна с точно заданными полюсами.  

При исследовании отказов в виде постепенного сни-
жения эффективности рулевых поверхностей установлено, 
что в синтезированных аналитических законах управления 
происходит соответствующее автоматическое увеличение 
коэффициентов усиления обратных связей исправных ка-
налов исполнительной подсистемы, а также перераспре-
деление управляющих сигналов между управляющими 
органами за счет имеющихся перекрестных связей между 
каналами управления.  

С позиций устойчивости и управляемости летательных 
аппаратов некоторые решения по реконфигурации зако-
нов управления пилотажного контура системы управления 
полетом воздушного судна оказываются неудовлетвори-
тельными, поскольку при обеспечении устойчивости дви-
жения,  существенно ограничивается возможность совер-
шения маневров. Объяснением этого служат относительно 
малые величины мер управляемости системы, представ-
ляющие собой функции от грамиана управляемости и 
непосредственно связанные с тяжестью отказов исполни-
тельной подсистемы системы управления полетом. 

Предлагаемые в работе результаты реконфигурации 
законов управления пилотажного контура СУП при отка-
зах исполнительной подсистемы, основанное на аналити-
ческом синтезе, в дальнейшем существенно облегчит 
применение аналитического подхода для построения «ум-
ных» СУП, обеспечивающих компенсацию динамических 
(постепенных и перемежающихся) компонентных отказов, 
а также отказов в информационных и измерительных под-
системах. В дальнейшем предполагается расширить об-
ласть применения разработанных подходов для моделей 
ВС с не полностью доступным измерению вектором со-
стояния, в том числе и безынерционных. 
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Полученные результаты могут быть использованы на 
этапе конструирования облика перспективных систем 
управления для оптимизации характеристик рулевых при-
водов с учетом повышенных требований к отказобезопас-
ности СУП. 
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Abstract. The paper sets out the conceptual issues of methods 

of analytical solution of the problem of defined aircraft stability 

characteristics conservation during flight control system recon-

figuration under actuating subsystem failure. It is shown that the 

use of the reconfiguration technique with analytic set of stabiliz-

ing control laws synthesized by the decomposition method taking 

into account the cross-linking between the control channels al-

lows to fully compensate the effects of failures of the actuating 

subsystem in each of the control channels under the conditions of 

complete controllability of aircraft as a dynamic system. It thus 

makes it possible to reconfigure the flight control system that 

always ensures the stability of the motion of the aircraft with a 

precisely prescribed poles. During study of failures in the form of 

a gradual reduction of the effectiveness of control surfaces it 

found that the synthesized analytical control law is a correspond-

ing automatic increase feedback gain serviceable channel actuat-

ing subsystem, as well as the reallocation of control signals be-

tween the drives within the existing cross-connections between 

the control channels. Some of the solutions obtained by reconfig-

uring the control laws are not satisfactory, because of significant-

ly limited possibility of maneuvering. The explanation for this is 

the relatively small quantities of system controllability measures, 

which are a functions of controllability gramian, and directly 

related to the severity of failures actuating subsystem. The results 

can be used at perspective control systems design stage to opti-

mize the characteristics of the control actuators to meet the in-

creasing requirements for fail-safe flight.    

Keywords: aircraft flight safety, stability, flight control 

system, actuating subsystem failure, reconfiguration, stabilizing 

control law, state space model, pole placement, matrix zero 

divisor, decomposition, analytical synthesis, parameterization of 

the set of equivalent solutions, controllability measure. 
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Аннотация. Впервые поставлена и решена задача для 

кольца с заданными на границе радиальными перемещени-

ями, в виде разложения в ряд Фурье. Для решения задачи 

была разработана методика отличная от используемой в 

классической монографии Н.И. Мусхелишвили и применен-

ной им к решению первой основной краевой задачи для 

кольца. Решение задачи демонстрирует гибкость метода 

аналитических функций, позволяющего аналитически ре-

шить краевые задачи практически произвольной сложности. 

Кроме того, демонстрируется удобство применения системы 

компьютерной алгебры Mathematica, позволяющей строить 

распределения напряжений с помощь комплекснозначных 

аналитических функций, без предварительного выделения 

вещественной и мнимой частей. Проведено сравнение 

напряженного состояния кольца при заданных переменных 

радиальных перемещений границ по результатам расчетов в 

Mathematica и ANSYS 10 ED. Установлено, что результаты 

совпадают с высокой точностью не только качественно, но и 

количественно. Впервые продемонстрирована возможность 

программного приложения кусочно-постоянного приближе-

ния переменных по координатам статических нагрузок про-

извольной сложности к твердому телу и заданных произ-

вольными математическими функциями. 

Ключевые слова: напряженное состояние, аналитические 

функции, ряды Лорана, формулы Колосова-Мусхeлишвили, 

комплексные числа, упругое кольцо, неравномерные 

перемещения границ, ряд Фурье, метод конечных элементов, 

ANSYS. 

ВВЕДЕНИЕ 

Несмотря на то, что смешанная краевая задача для 

кольца в общей постановке была решена давно [1], реше-

ние второй основной задачи осталось без внимания, в 

частности, из-за необходимости проведения при решении 

большого объема аналитических преобразований. 

Отметим, что методика Н.И. Мусхелишвили, приме-

ненная им к решению первой основной задачи для кольца 

[2], хотя и выглядит простой и эффективной, однако верна 

только в частном случае. Так, полученная им система 

уравнений ([2], стр. 209 формула (6)) имеет три неизвест-

ные при двух разрешающих уравнениях. Далее по тексту 

при преобразованиях одна из неизвестных теряется, что 

свидетельствует о неправомерности построенного 

Н.И. Мусхелишвили решения в общем случае. 

Хотя предлагаемая авторами методика выглядит гро-

моздко, но это, по-видимому, единственно возможный 

путь к решению второй основной задачи. 

С появлением систем компьютерной алгебры, таких 

как Mathematica, данная задача из научно исследователь-

ской превратилась в научно-методическую. 

ОБЩИЕ ФОРМУЛЫ КОЛОСОВА-МУСХЕЛИШВИЛИ 

Для упругого кольца формулы в декартовых координа-

тах имеют вид [2, 3]: 

     zzyyxx   2  

     zzzi xyxxyy   22  

        zzzzuiu yx  2  

где  z ,  z  – функции, голоморфные в области кольца 

с внутренним радиусом 1R  и внешним радиусом 2R  

(рис. 1); 
 





12

E
; E  – модуль упругости;   – коэф-

фициент Пуассона;   – константа, определяемая видом 

напряженного состояния:   43  при плоской дефор-

мации, и 










1

3
 при плоском напряженном состоянии. 

 

 
Рис. 1. Кольцо под действием самоуравновешивающегося 

внутреннего  ,1Rur  и внешнего  ,2Rur  нормальных 

перемещений ( 1R – внутренний радиус кольца, 2R  – 

внешний радиус кольца) 
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В полярной системе координат для напряжений rr , 

 r  можно получить уравнение [2]: 

        z
z

z
zzzzi rrr     

Учитывая, что на внутренней ( 1n ) и внешней 

( 2n ) границах nL  кольца (где 
i

nn eRL   

   2021 ,;,n  ) действуют самоуравновешивающиеся 

нагрузки (т.е.   0, ,, nynx FF , где nynx FF ,, ,  – проекции 

главных векторов сил, приложенных к внутренней радиу-

са 1R  и внешней радиуса 2R  границам кольца), аналити-

ческие функции  z ,  z  приобретают вид [2, 3]: 

  










1

2,

1

1,

k

k

k

k

k
k

z

a
zaz , 

  










1

2,

1

1,

k

k

k

k

k
k

z

b
zbz                        (5) 

при 


,0,,

,,























  deiR

FiF

i

nRrnr
nRrnrrn

nynx

 

где 1,ka , 2,ka , 1,kb , 2,kb  – в общем случае комплексные 

числа, выбираемые исходя из краевых условий (см. рис. 1). 

Воспользуемся формулами, связывающими компо-

ненты перемещений  uur ,  в полярной системе коорди-

нат с перемещениями в декартовой системе координат 

 yx uu ,  [2]: 

   


i
yxr euiuuiu   

РЕШЕНИЕ ПОСТАВЛЕННОЙ ЗАДАЧИ 

При решении второй основной задачи для областей с 

круговой границей используются краевые условия для 

 ,
21

nrRRrr Ruu 


,   ,
21

nRRr
Ruu 


 при 

2,1n . Наиболее общими условиями для  ,nr Ru  

( 2,1n ) является его задание на границах кольца с помо-

щью двух различных рядов Фурье: 

 



 

    ,sincos
2

,

1

*
,

*
,

*
,0 









j

njnj
n

nr

jBjA
A

Ru





 

где 
*
,njA , 

*
,njB  ( 2,1n ) - вещественные коэффициенты 

рядов Фурье, для которых выполнено: 

    






djRuA nrnj 


 cos,
1*

,  (  ,0j ), 

    






djRuB nrnj 


 sin,
1*

,  (  ,1j ).        (9) 

Наиболее простым и широко распространенным усло-

вием на   ,nRu  является уравнение, означающее сцеп-

ление границ кольца с границами круга, внедряемого 

внутрь кольца (для внутренней границы кольца) и отвер-

стия, в которое вставляется кольцо (для внешней границы 

кольца): 

   0,  nRu  2,1n  

Подставляя (5) в (3) и затем в (7), получаем: 
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Выполнив замену ierz   и перейдя на внутреннюю 

или внешнюю границу кольца при nRr  , получаем 

( 2,1n ): 
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Разделяя вещественную и мнимую части и используя 

краевые условия (8) и (10), получаем: 
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Подставляя в (12) вещественную и мнимую части ко-

эффициентов 1,ka , 2,ka , 1,kb , 2,kb , далее получаем четы-

ре автономные системы уравнений относительно веще-

ственных и мнимых частей коэффициентов nka ,  и nkb ,  

(при 2,1n ): 
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Из (14) очевидно, что если 0*
, njB , т.е.  ,nr Ru  - 

четная функция аргумента   при 2,1n , то все мнимые 

части коэффициентов nka ,  и nkb ,  будут равны нулю, т.е. 

    0ImIm ,,  nknk ba , и достаточно определить веще-

ственные части упомянутых коэффициентов с помощью 

двух систем (13) при 2,1n .  

Далее будем решать поставленную задачу, используя 

только (13) и соответственно гипотезу о четности 

 ,nr Ru  ( 2,1n ). 

Для констант из (13) можно получить следующие 

уравнения: 
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Для функций аргумента   из (13) можно получить две 

системы: 
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которые автоматически удовлетворяются при условии, 

что 0*
1,1

*
1,1  AA .  

Рассмотрим более детально напряженное состояние на 

контуре (при 21 RRr  ), которое определяет веще-

ственные коэффициенты 1,2a  и 2,2b  (остальные nka ,  и 

nkb ,  будут равны нулю). Из (4) и (5) можно получить: 
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Подставляя (17) в (6), получаем: 
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Из (18) очевидно, что величины 1,2a , 2,2b   определяют 

величины главных векторов сил, приложенных к грани-

цам кольца в случае четности  ,nr Ru  относительно ар-

гумента   (т.е. при 0*
, njB ), а, следовательно (с учетом 

(16)), для самоуравновешивающегося случая достаточно, 

чтобы 0*
2,1

*
1,1  AA  в разложениях перемещений 

 ,nr Ru  на границах в ряд Фурье (8). 

Очевидно, что в случае, когда 0*
, njB , для функций 

аргумента k  (где 2k  - произвольное целое число) из 

(13) можно получить систему уравнений: 

    
    

   

 
      ,2

1

1
11

*
1,2,111,1

1
1

2,11
1

1,1
1

1

kkk
n

k
k

kkk
k

Ab
R

bR

a
R

kaRk















 

 

    
    

   

 
      ,2

1

1
11

*
2,2,11

2

1,1
1

2

2,11
2

1,1
1

2

kkkk
k

kkk
k

Ab
R

bR

a
R

kaRk















 

  

    
    

   

 
      ,0

1

1
11

2,11
1

1,1
1

1

2,11
1

1,1
1

1











kkk
k

kkk
k

b
R

bR

a
R

kaRk 

 

 

    
    

   

 
      .0

1

1
11

2,11
2

1,1
1

2

2,11
2

1,1
1

2











kkk
k

kkk
k

b
R

bR

a
R

kaRk 

 

 

Таким образом, из (15)-(19) получаем значения коэф-

фициентов nka ,  и nkb ,  аналитических функций (5) с 

условием, что в (9) 0*
, njB  и 0*

,1 nA : 
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Для любого 2k  получаем: 
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ЗАДАНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЯ ГРАНИЦ ДЛЯ ЧИСЛЕННОГО 

ЭКСПЕРИМЕНТА 

Для проведения численного эксперимента зададим 

распределение отрицательно определенных перемещений 

с помощью отрезка ряда Фурье, приближающего гипотро-

хоиду [2], вызывающих самоуравновешивающееся 

напряженное состояние упругого кольца: 

         nnnnnr mURu 1cos21,
2   

где nU  ( 2,1n ) – произвольный нормирующий множи-

тель, nm  - целое число, n  ( nn m10   ) – веществен-

ная константа.  

Коэффициенты *
jA  ( 5,0j ) вычисляются численно 

при подстановке конкретных значений nU , m  и   в (20), 

а затем полученного выражения в (9) (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Распределение радиальных перемещений 

 ,nr Ru  ( 2,1n ) границ кольца, приближенных в 

смысле отрезка ряда (8) для 5,0j  с вычисленными по 

(9) коэффициентами 
*
,njA  ( м10 7

1
U , м10 7

2
U , 

11 m , 32 m , nn m1 ):  

1 – 1n ; 2 – 2n  

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ В КОЛЬЦЕ, ПОСТРОЕННЫХ 

СРЕДСТВАМИ ПРОГРАММЫ MATHEMATICA 

Вычисленные в соответствии с (20) коэффициенты *
jA  

( 5,0j ), подставляются в уравнения, определяющие ко-

эффициенты nka ,  и nkb , , далее полученные значения 

применяются в (5) и с помощью (1), (2) и (4) можно полу-

чить распределение напряжений в кольце (рис. 3). 

 

ПОСТРОЕНИЕ КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОЙ МОДЕЛИ ЗАДАЧИ                     

В ANSYS 10 ED 

Для создания конечно-элементной модели воспользу-

емся универсальной программной системой конечно-

элементного анализа ANSYS 10 ED [4-7]. Так как данная 

версия системы является учебной, необходимо учитывать, 

что существует жесткое ограничение на число элементов. 

В связи с этим, будем строить только часть нашей модели, 

находящуюся в первой координатной четверти. Это не 

ограничивает общности, так как не только кольцо, но и 

приложенные нагрузки, отображенное на рис. 2 также 

симметричны относительно обеих координатных осей. 
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б 

 
в 

Рис. 3. Распределение напряжений в кольце ( м 11 R  и 

м 22 R  при заданных перемещениях  ,1Rur ,  ,2Rur  

(20) границ кольца при м10 7
1

U , м10 7
2

U , 11 m , 

32 m , nn m1 ) по результатам Mathematica: 

а – нормальные радиальные напряжения rr ; 

б – нормальные окружные напряжения  ; 

в – касательные напряжения θrσ  

 

Для того, чтобы в модели использовать параметры при 

определении нагрузок до входа в препроцессор необходи-

мо в командной строке ввести следующее определение 

параметров: 
n1 = 1  !Ввод параметра n для гипотрахоиды переме-

щений на внутренней границе 

n2 = 3  !Ввод параметра n для гипотрахоиды переме-

щений на внешней границе 

m1 = 1/n1 !Вычисление параметра m для гипотрахоиды 

перемещений на внутренней границе 

m2 = 1/n2 !Вычисление параметра m для гипотрахоиды 

перемещений на внешней границе 

Pi=3.141592653 !Задание константы Pi 

da = 20  !Задание числа ступенек в ступенчатом при-

ближении непрерывных функций 

fa=Pi/(2*da) !Задание шаг по углу при построении ступен-

чатого приближения 

P1 = -1E-7 !Задание нормирующего коэффициента для 

перемещений на внутренней границе (20) 

P2= 1E-7 !Задание нормирующего коэффициента для 

перемещений на внешней границе (20) 

R1 = 1  !Задание внутреннего радиуса кольца 

R2 = 2  !Задание внешнего радиуса кольца 

 

Далее кратко изложим действия пользователя в 

ANSYS 10 ED, использующего графический интерфейс. 

Определим тип решаемой задачи c помощью пункта 

главного меню: Main menu > Preferences > Preferences for 

GUI Filtering. Установим флажок в поле с меткой Structur-

al и нажмем ОК.  

Далее переходим в раздел моделирования плоской 

геометрии, где создадим четверть кольца с внутренним 

радиусом м 11 R  и внешним радиусом м 22 R  с по-

мощью пункта главного меню: Main Menu> Preprocessor> 

Modeling> Create> Areas> Circle> By Dimensions. В дан-

ном случае можно в соответствующих полях указывать 

как числа, так и идентификаторы параметров R1 и R2. 

Зададим физические константы материала кольца (мо-

дуль упругости и коэффициент Пуассона) с помощью 

пункта главного меню: Main menu> Material Props> Mate-

rial Models> Structural> Linear> Elastic> Isotropic. При ак-

тивации этого пункта меню появляется диалоговое окно, в 

котором следует определить значения модуля упругости 

EX = 1E11 и коэффициента Пуассона PRXY = 0.3). После 

этого нажимаем ОК и закрываем окно Define Material 

Model Behavior. 

Укажем тип элементов, с помощью которых будем со-

здавать разбиение модели. Для этого переходим в следу-

ющий пункт главного меню: Main Menu> Preprocessor> 

Element Type> Add/Edit/Delete. При его использовании 

появляется окно Element Type. Далее нажимаем кнопку 

Add и, в появившемся окне Library of Elements Types, вы-

бираем из раздела Structural Solid элемент Quad 4node 182. 

Нажать кнопку OK. В качестве опций данного элемента 

(кнопка Options) следует выбрать пункт Plane Stress, так 

как предполагается, что толщина образца мала и имеют 

место деформации вдоль оси OZ. 

По общему порядку действий, принятому в ANSYS в 

моделях любой сложности, необходимо присвоить атри-

буты (в данном случае номер материала и номер типа 

элемента) различным геометрическим участкам твердо-



Russian Internet Journal of Industrial Engineering. 2017. Vol. 5, no. 1 

 

 

Машиностроение: сетевой электронный научный журнал. 2017. Том 5, №1 41  
 

тельной модели. Но, поскольку модель состоит только из 

одного геометрического объекта, то, как используемый 

материал, так и тип элементов также используются в 

единственном числе и по умолчанию их номера (оба но-

мера равны 1) присваиваются нарисованной области. Со-

ответственно этот пункт плана действий при решении 

данной краевой задачи в ANSYS можно игнорировать. 

Прежде чем переходить непосредственно к разбиению 

модели, выполним подготовительные действия. Отобра-

зим нумерацию линий: Utility Menu> PlotCtrls> 

Numbering. В появившемся окне Plot Numbering Controls 

устанавливаем флажок в поле с меткой Line Numbers и 

нажимаем ОК (рис. 4). 

 

 
Рис. 4. Вид модели сечения цилиндра  

с включенной нумерацией линий 

 

Для того, чтобы программным способом задать в пер-

вой четверти сложные нагрузки, указанные на рис. 2, 

необходимо разбить внутреннюю и внешнюю границы на 

наибольшее возможное число линий (не превосходящее 

существующее в ANSYS 10 ED) и, используя автоматиче-

скую нумерацию, линий приложить ступенчатую аппрок-

симацию непрерывных нагрузок на внешней и внутренней 

границе, заданных с помощью формулы (20) (см. рис. 2). 

Очевидно, что чем больше линий, тем точнее ступенчатое 

приближение нагрузки к непрерывному, описанному 

формулой (20). Методом простого перебора установлено, 

что максимальное число линий для задания переменной 

нагрузки на внутренней и внешней поверхности для 

ANSYS 10 ED не превосходит 20. 

Таким образом, разобьем линии L1 и L3 на 20 частей 

каждую. Для этого используем следующий пункт меню: 

Main Menu> Preprocessor> Modeling> Operate> Booleans> 

Divide> Line into N Ln’s. В появившемся окне Div Line 

into N Lines последовательно выберем линию L1 нажима-

ем OK, указываем число частей (NDIV = 20), на которое 

следует ее разбить, и нажимаем ОК. Эти действия повто-

ряем для линии L3. 

Оставим по умолчанию количество ребер элементов, 

на каждой из линий на внешней и внутренней границе 

кольца. Однако укажем количество ребер элементов, при-

надлежащих линиям L2 и L4 (см. рис. 4). Это действие 

можно выполнить как с помощью пункта главного меню: 

Main Menu> Preprocessor> Meshing> Size Cntrls> Manu-

alSize> Lines> Picked Lines, - так и с помощью вспомога-

тельной панели инструментов MeshTool. При любом спо-

собе задания количества ребер элементов на линиях сна-

чала появляется стандартное окно выбора, с помощью 

которого пользователь обязан обозначить линии, на кото-

рых назначается присутствие необходимого числа ребер 

элементов. В случае решения данной задачи указывает 

линии L2 и L4 и в окне выбора нажимаем OK. После этого 

в появившемся окне Element Sizes on Picked Lines в поле 

NDIV задаем количество ребер элементов, находящихся 

на каждой из линий равным 16. 

Таким образом, наша модель уже подготовлена к по-

строению упорядоченного разбиения. Для его построения 

используем пункт главного меню: Main Menu> Preproces-

sor> Meshing> Mesh> Areas> Mapped> By Corners. С по-

мощью меню выбора выбираем нашу модель нажимаем 

OK и перебором по часовой стрелке указываем углы мо-

дели, начиная с произвольного. Эти действия возможно 

также выполнить с помощью вспомогательной панели 

инструментов MeshTool. 

ПРИЛОЖЕНИЕ НАГРУЗОК И ЗАКРЕПЛЕНИЙ К ГРАФИЧЕСКИМ 

КОМПОНЕНТАМ МОДЕЛИ 

Как известно в ANSYS существует два способа при-

ложения нагрузки и ограничений – с помощью приложе-

ния их значений к геометрическим компонентам твердо-

тельной модели и с помощью их приложения к компонен-

там конечно-элементного разбиения. В данной публика-

ции воспользуемся первым путем. 

В связи с тем, что строится только четвертая часть мо-

дели кольца, необходимо назначить нулевые перемещения 

на лини L2 вдоль осей OX и на линии L4 вдоль OY. Для 

этого используем пункт главного меню: Main Menu> Pre-

processor> Loads>Define Loads> Apply> Structural> Dis-

placement> On Lines. При этом появляется окно Apply 

U,ROT on Lines. Далее необходимо с помощью меню вы-

бора выбрать L2 нажать OK и в окне назначить нулевые 

перемещения вдоль OX, нажать OK и повторить все дей-

ствия для линии L4. 

Согласно постановке задачи кольцо находится под 

действием внутреннего и внешнего нормальных переме-

щений, определяемых формулой (20). В связи с тем, что в 

ANSYS отсутствует возможность задания граничных 

условий в виде гипотрохоиды, необходимо аппроксими-

ровать ее кусочно-постоянной функций относительно уг-

ла. Для этого ранее была проведена подготовительная ра-

бота по разбиению как внешней, так и внутренней грани-

цы модели на части.  

Для того, чтобы задать две проекции перемещений 

(вдоль 0X и 0Y отдельно) каждой из многочисленных ча-

стей внешней и внутренней границы, необходимо вста-

вить в командную строку следующий набор команд: 
DL,1,,UX,P2* SQRT(((1+m2*m2)+2*m2*COS((1+n2)*(0*fa))))* 

cos((0)*fa) 

DL,1,,UY,P2* SQRT(((1+m2*m2)+2*m2*COS((1+n2)*(0*fa))))* 

sin((0)*fa) 

DL,3,,UX,P1* SQRT(((1+m1*m1)+2*m1*COS((1+n1)*(0*fa))))* 

cos((0)*fa) 
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DL,3,,UY,P1* SQRT(((1+m1*m1)+2*m1*COS((1+n1)*(0*fa))))* 

sin((0)*fa) 

/PREP7 

DL,2, ,UX,0 

DL,4, ,UY,0 

*DO,i,1,da-1,1 

F = P1*SQRT(((1+m1*m1)+2*m1*COS((1+n1)*(i*fa)))) 

Fx=F*cos((i)*fa) 

Fy=F*sin((i)*fa)DL,i+da+3, ,UX,Fx 

DL,i+da+3, ,UY,Fy 

*ENDDO 

*DO,i,1,da-1,1 

F = P2*SQRT(((1+m2*m2)+2*m2*COS((1+n2)*(i*fa)))) 

Fx=F*cos((i)*fa) 

Fy=F*sin((i)*fa) 

DL,i+4, ,UX,Fx 

DL,i+4, ,UY,Fy 

*ENDDO 

 

Отметим, что данные действия могут быть так же вы-

полнены при помощи графического интерфейса пользова-

теля, путем ручного приложения соответствующих значе-

ний нагрузок и перемещений к границам модели. Однако, 

этот способ излишне трудоемкий и нерациональный. 

РЕШЕНИЕ ПОСТАВЛЕННОЙ ЗАДАЧИ В ANSYS 10 ED                            

И ПРОСМОТР РЕЗУЛЬТАТОВ 

Для решения поставленной задачи, воспользуемся 

пунктом главного меню: Main Menu> Solution> Solve> 

Current LS. Решение продолжается до появления инфор-

мационного сообщения Solution is done! 

Прежде чем отображать интересующие нас графики, 

необходимо учесть, что по умолчанию ANSYS использует 

декартовую систему координат. Для смены декартовой 

системы координат на цилиндрическую используем пункт 

меню: Main Menu> General Postproc> Options for Outp. 

В поле Results coord system окна Options for Output вы-

бираем пункт Global cylindric и нажимаем ОК. После сме-

ны координат надо отметить, что в уже любом из инстру-

ментов постпроцессора X-Component of stress соответ-

ствует rr  , Y-Component of stress – соответствует   и 

XY-Shear stress – соответствует  r  (рис. 5). Желательно 

также установить значение Off в поле Scale Factor для 

отображения результатов в недеформируемом сечении 

кольца. 

Учитывая симметричность модели относительно обеих 

координатных осей, симметрично расширим область 

отображения результатов. Для этого используем следую-

щий пункт меню Results Viewer (Main Menu> Gen-

eral Postproc> Results Viewer): View> Expanded Model> 

Periodic/Cyclic Symmetry Expansion> 1/4 Dihedral Sym. 

После этого можно переходить непосредственно к ви-

зуализации результатов либо с помощь инструментов Re-

sults Viewer либо с помощью пункта главного меню: Main 

Menu> General Postproc> Plot Results> Contour Plot> Nod-

al Solu. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Впервые поставлена и решена задача для кольца с за-

данными на границе радиальными перемещениями, в виде 

разложения в ряд Фурье. Решение задачи демонстрирует 

гибкость метода аналитических функций в случае опреде-

ления напряженного состояния в случае краевых задач 

практически произвольной сложности. 

Кроме того, демонстрируется удобство применения 

системы компьютерной алгебры Mathematica, позволяю-

щей строить распределения напряжений с помощь ком-

плекснозначных аналитических функций, без предвари-

тельного выделения вещественной и мнимой частей (см. 

рис. 3). 

Полученные аналитически распределения напряжений 

подтверждены не только качественно, но и количественно 

(расхождение не более 5%) с помощью поверочного рас-

чета методом конечных элементов в ANSYS 10 ED (см. 

рис. 5).  

Впервые продемонстрирована возможность программ-

ного приложения ступенчатого приближения непрерыв-

ных статических нагрузок произвольной сложности, за-

данных произвольными математическими функциями. 

 
а 

 
б 

Рис. 5. Распределение напряжений по расчету в 

ANSYS 10 ED в кольце ( м 11 R  и м 22 R  при заданных 

перемещениях  ,1Rur ,  ,2Rur  (20) границ кольца при 

м10 7
1

U , м10 7
2

U , 11 m , 32 m , nn m1 ): 

а – нормальные радиальные напряжения rr ; 

б – нормальные окружные напряжения   
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Abstract. For the first time formulated and solved the prob-

lem for the ring with the set on the border of the radial displace-

ment, in the form of Fourier series. The technique differed from 

used in the classic monograph N.I. Muskhelishvili has been de-

veloped and applied to the solution of the first boundary value 

problem for elastic ring. The solution demonstrates the flexibility 

of the method of analytic functions, allowing analytically solve 

the boundary problems which have almost arbitrary complexity. 

In addition, the convenience of application of is computer algebra 

system Mathematica was demonstrated. It allows to build a stress 

distribution with help of complex analytic functions, without 

prior separation of the real and imaginary parts. A comparison 

of the stress state of the ring at the given variable radial dis-

placement of borders based on the results of calculations in 

Mathematica and ANSYS 10 ED was fulfilled. It is found that the 

results coincide with a high accuracy both qualitatively and 

quantitatively. For the first time the possibility of program appli-

cation of the piecewise constant approximation of the variables 

static loads applied to the body was demonstrated. It was shown 

that arbitrary mathematical functions can be used for boundary 

conditions.  

Keywords: the state of stress, analytic functions, Laurent 

series, formulas of Kolosov-Muskhelishvili, complex numbers, 

elastic ring, nonuniform displacement of the boundary, the 

Fourier series, finite element method, ANSYS. 
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Аннотация. Выполнен анализ требований нормативных 

документов, определяющих влияние воздушной обстановки 

на безопасность функционирования объектов на площадке 

АЭС. Выявлены примеры отсутствия гармонизации (внут-

ригосударственной и межгосударственной) требований раз-

личных нормативных документов по пожарной безопасно-

сти. Определены направления совершенствования норма-

тивных документов и научных исследований по обоснова-

нию соответствующих требований пожарной безопасности. 

Выполнен анализ существующих типов воздушных судов и 

их характеристик. Выбраны типы самолётов, наиболее соот-

ветствующие выполнению террористической атаке на объ-

ект, а также определены их эксплуатационные характери-

стики, обеспечивающие приемлемую управляемость при 

маневрировании для точного попадания в заданную точку 

на объекте АЭС.    

Ключевые слова: безопасность, АЭС, тяжелый самолет, 

авиационная катастрофа. 

ВВЕДЕНИЕ 

Рост объема авиационных перевозок, а также урбани-

зация и интенсификация человеческой деятельности с 

ростом опасных технологических производств приводят к 

существенному увеличению количества тяжелых авиаци-

онных происшествий, имеющих негативные социальные 

эффекты. Анализ безопасности полетов в существующих 

условиях показывает, что на практически повсеместное 

усложнение воздушной обстановки и увеличение рисков 

столкновения воздушных судов (ВС) с препятствиями 

оказывают влияние следующие факторы [5]:  

- уплотнение сети воздушных трасс и коридоров;  

- совершенствование парка ВС;  

- повышение грузоподъемности, пассажировместимости, 

дальности и скорости полета судов;  

- развитие коммерческой, частной и военной авиации;  

- интенсификация эксплуатации существующих трасс.  

В результате чего авиалинии, которые еще несколько лет 

назад были практически безопасными, стали источником 

потенциальной опасности. 

Падение самолета на АЭС создает очень тяжелые ди-

намические нагрузки на строительные конструкции и 

оборудование, но в то же время вероятность его реализа-

ции чрезвычайно мала. В связи с этим решение о включе-

нии этого события в проектные основы конкретной АЭС 

должно приниматься на основе анализа воздушной обста-

новки в ее окрестностях. Однако, согласно отечественным 

нормам [8, 9], независимо от реального воздушного дви-

жения в окрестностях АЭС, в проекте должен быть учтен 

удар легкого самолета массой до 5000 кг, используемого 

на внутренних авиалиниях. Это же требование содержится 

в нормах некоторых других стран (например, Франции). 

Учет такого удара позволяет одновременно обеспечить 

защиту от летящих тел другой природы с близкими мас-

сами и скоростями (например, поднятых в воздух урага-

ном или торнадо; образовавшихся при обрушении выше-

расположенных строительных конструкций; при злонаме-

ренных действиях людей и т.п.). 

В нормативных источниках эти условия учитываются 

на основе системного анализа и представляются в виде 

комплекса нормативных требований. В этих документах и 

проектах катастрофа ВС является лишь начальным собы-

тием, определяющим необходимость достаточно глубоко-

го моделирования и анализа сценариев развития и нега-

тивного влияния авиационного происшествия на объекты 

и процессы человеческой деятельности. 

АНАЛИЗ НОРМАТИВНОЙ БАЗЫ ПО ОБЕСПЕЧЕНИЮ 

БЕЗОПАСНОСТИ ПРИ ПАДЕНИИ ТЯЖЕЛОГО САМОЛЕТА НА АЭС 

1. Анализ нормативных требований Российской Феде-

рации 

Необходимость учета влияния воздушной обстановки 

на безопасность функционирования АЭС при выборе 

площадки строительства (размещении объекта), инженер-

ной защите территории размещения площадки АЭС, про-

ектировании АЭС и его строительстве зафиксирована в 

ряде нормативных документов РФ, в том числе: 

1) (ОПБ-88/97) ПНАЭГ-1-011-97. Общие положения обес-

печения безопасности атомных станций; 

2) ПиН АЭ-5.6 Нормы строительного проектирования 

АЭС с реакторами различного типа; 

3) НП-064-05. Учет внешних воздействий природного и 

техногенного происхождения на объекты использования 

атомной энергии; 

4). НП-032-01. Размещение атомных станций. Основные 

критерии и требования по обеспечению безопасности; 

5) НП-032-03. Размещение ядерных установок ядерного 

топливного цикла. Основные критерии и требования по 

обеспечению безопасности; 

6) НП-006-98 (ПНАЭ Г-01-036-95) с Изменением №2 от 20 

декабря 2005г. Требования к содержанию отчета по обос-

нованию безопасности АЭС с реактором типа ВВЭР; 

7) ПНАЭ Г-05-035-94. Учет внешних воздействий при-

родного и техно-генного происхождения на ядерно- и ра-

диационно опасные объекты. 
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Согласно ПНАЭ Г-05-035-94 [16], в проекте АЭС обя-

зательно должны быть приняты меры, исключающие ава-

рию реактора вследствие столкновения со зданием энер-

гоблока легкого самолета, совершающего полеты на внут-

ренних авиалиниях. Аналогичное требование содержится 

в нормах некоторых других стран. Мероприятия, локали-

зующие последствия указанного инцидента, как правило, 

позволяют одновременно обеспечить защиту от летящих 

тел другой природы с близкими массами и скоростями 

(например, поднятых в воздух ураганом или торнадо; об-

разовавшихся при обрушении вышерасположенных стро-

ительных конструкций и т.п.). 

Падение на территорию АЭС и ее энергоблоки тяже-

лых самолетов, как правило, относится к числу запроект-

ных аварий и требует принятия необходимых организаци-

онных мер для того, чтобы вероятность такого события не 

превышала определенного порогового значения (порядка 

10-6–10-7 год-1) [4].  

В документе НП-064-05. “Учет внешних воздействий 

природного и техногенного происхождения на объекты 

использования атомной энергии” [9] устанавливаются 

требования к безопасности АЭС с учетом следующих 

ограничений: 

1) Максимальные значения параметров гидрометеороло-

гических, геологических и инженерно-геологических про-

цессов и явлений должны определяться на интервале вре-

мени, равном 10 000 лет; 

2) В проектных основах должны учитываться техноген-

ные факторы, для которых частота их реализации равна 

или больше 10-6 1/год. При расчете частоты реализации 

техногенного фактора, значений его максимальной рас-

четной интенсивности и других параметров воздействий 

должны анализироваться данные о нарушениях в эксплуа-

тации объектов с источниками техногенных воздействий, 

обобщенные за многолетний период для исследуемого 

района или площадки размещения объектов использова-

ния атомной энергии (ОИАЭ). По результатам анализа 

должны определяться параметры возможного техногенно-

го воздействия, возникающего при нарушениях в эксплуа-

тации объектов с источниками техногенных воздействий, 

с учетом удаленности источников опасности от ОИАЭ; 

3) Значения максимальных расчетных параметров процес-

сов, явлений и факторов природного и техногенного про-

исхождения должны определяться с доверительной веро-

ятностью не превышения их среднего математического 

значения (математического ожидания), равного 0,95; 

4) Отказ от проведения мероприятий по исключению по-

вреждений при внешних воздействиях зданий и сооруже-

ний, важных для безопасности, эксплуатируемых ОИАЭ, 

должен быть обоснован доказательством того, что: 

- исключаются недопустимые отказы и повреждения си-

стем и элементов, важных для безопасности; 

- значения частот проектных аварий и тяжести их послед-

ствий, рассчитанные в результате выполнения вероят-

ностных анализов безопасности ОИАЭ от внешних воз-

действий, существенно не изменяются по сравнению с 

результатами вероятностных анализов безопасности 

ОИАЭ от исходных событий внутреннего происхождения, 

приводящих к проектным авариям, и они приемлемы; 

- частота запроектных аварий, обусловленных внешними 

воздействиями природного и техногенного происхожде-

ния, достаточно мала (меньше  10
-6

 1/год) или значение 

частоты предельного аварийного выброса (сброса) в 

окружающую среду при запроектных авариях, обуслов-

ленных внешними воздействиями природного и техноген-

ного происхождения, меньше 10
-7

 1/год. 

Степени опасности по последствиям воздействия на 

окружающую среду процессов, явлений и факторов природ-

ного и техногенного происхождения приведены в табл. 1. 

Таблица 1 

Степени опасности по последствиям воздействия  

на окружающую среду процессов, явлений и факторов 

природного и техногенного происхождения 

Процесс, 

явление и 

фактор 

Возможные 

воздействия 

на площад-

ку размеще-

ния ОИАЭ 

Предельные границы 

параметров, согласно 

которым осуществля-

ется классификация 

степеней опасности 

Степень опас-

ности по послед-

ствиям воздейст-

вия на окружа-

ющую среду 

Падение 

летательного 

аппарата и 

других 

летящих 

предметов 

Удар, 

разлив 

топлива, 

возгорание 

топлива, 

пожар 

Возможная масса 

аппарата более 20 т 
I 

Возможная масса 

аппарата более или 

равна 5 т, но менее 

или равна 20 т 

II 

Возможная масса 

аппарата менее 5 т 
III 

 

Пунктами 1.8.6 и 1.15 ПиН АЭ-5.6 “Нормы строитель-

ного проектирования АЭС с реакторами различного типа” 

[8] предусматриваются следующие ограничения на проек-

тирование АЭС: 

- угол падения самолёта к горизонту принимать в интер-

вале от 10° до 45°; 

- при определении динамической нагрузки на ограждаю-

щие конструкции зданий и сооружений от удара самолета 

принимать деформирование самолёта по упругопластиче-

ской модели; 

- величину коэффициента динамичности при расчете эк-

вивалентной статической нагрузки принимать на основа-

нии динамического расчета, при отсутствии данных для 

выполнения динамического расчета допускается прини-

мать величину коэффициента динамичности Кд = 1,1. 

Анализ нормативных актов РФ показывает: 

1) В РФ “допускается не учитывать в проектных основах 

процессы и факторы техногенного происхождения, для 

которых вероятность их реализации меньше 10
-6

 1/год” 

[14]. “Конкретные мероприятия по исключению недопу-

стимых повреждений и разрушений зданий и сооружений, 

важных для безопасности, действующих объектов, допус-

кается не проводить, если анализ показал, что исключают-

ся недопустимые отказы и повреждения систем и элемен-

тов, важных для безопасности, или, если анализ показал, 

что вероятность их повреждения достаточно мала (мень-

ше 10
-6

 1/год)”; 

2) При анализе вероятности повреждений, разрушений 

зданий и сооружений, важных для безопасности, в [14] 

введена классификация степеней опасности процессов, 

явлений и факторов природного и техногенного проис-

хождения. Установлено три степени опасности: 

- I степень – особо опасный процесс (явление, фактор), 

характеризующийся максимально возможными для дан-
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ного вида процесса значениями параметров и характери-

стик в заданном интервале времени и сопровождающийся 

природными и/или техногенными катастрофами; 

- II степень – опасный процесс (явление, фактор), характе-

ризующийся достаточно высокими (но не выше, чем из-

вестное максимальное значение для данного вида процесса) 

значениями параметров и характеристик в заданном интер-

вале времени и сопровождающийся ощутимыми послед-

ствиями для окружающей природной среды и объектов; 

- III степень – не представляющий опасности процесс (яв-

ление, фактор), характеризующийся низкими значениями 

параметров и характеристик в заданном интервале време-

ни и не сопровождающийся ощутимыми последствиями 

для окружающей природной среды и объектов. 

Согласно этой классификации падение летательного ап-

парата (под летательным аппаратом понимают воздушное 

судно или его обломки возможной массой более 20 тонн) 

на площадку и объекты АЭС приводит к I степени опасно-

сти по последствиям воздействия на природную среду. При 

этом скорость падения летательного аппарата в момент 

касания должна быть порядка 200 м/с (720 км/ч) [14]. 

Падение летательного аппарата с возможной массой от 

5 до 20 тонн приводит ко II степени опасности по послед-

ствиям воздействия, а падение летательного аппарата с 

возможной массой менее 5 тонн – к III степени опасности. 

Во всех трех случаях под падением летательного аппа-

рата понимают внешнее событие, воздействующее на 

ядерно- и радиационно опасные объекты ВС или их об-

ломками в случае авиационных аварий и катастроф. 

Постулируемые максимально возможные вероятности 

факторов техногенного происхождения, равные 10
-6

 в год 

для объектов на площадке АЭС, относятся исключительно 

к падению летательного аппарата возможной массой бо-

лее 20 тонн со скоростью в момент касания площадки или 

объектов АЭС не менее 200 м/с. 

2. Анализ нормативных требований МАГАТЭ 

Наиболее значительные разработки в области анализа 

безопасности АЭС выполняются МАГАТЭ (Международ-

ным  агентством по атомной энергии), которое использует 

методы детерминистического и вероятностного анализа, 

имеющие много общего с аналогичными научными разде-

лами авиационной отрасли [20, 17, 18, 22]. Основные по-

ложения, сформулированные в регламентах МАГАТЭ, 

распространяются на нормы строительства и эксплуата-

ции зданий и  сооружений в других отраслях, которые 

характеризуются высокой потенциальной опасностью при 

падении на них ВС.  

Одна из уставных функций МАГАТЭ сводится к тому, 

чтобы устанавливать или применять нормы безопасности 

для охраны здоровья, жизни и имущества в деятельности 

по освоению и применению ядерной энергии в мирных 

целях, а также обеспечивать применение этих норм как в 

своей собственной работе, так и в работе, в которой ока-

зывается помощь, и, по требованию сторон, в деятельно-

сти, проводимой на основании любого двустороннего или 

многостороннего соглашения, или, по требованию того 

или иного государства, к любому виду деятельности этого 

государства в области ядерной энергии. 

Чтобы обеспечить широчайший международный кон-

сенсус, нормы безопасности направляются также всем 

государствам-членам для замечаний перед их одобрением 

Советом управляющих МАГАТЭ (в случае Основ без-

опасности и Требований безопасности) или, от имени Ге-

нерального директора, Комитетом по публикациям (в слу-

чае Руководств по безопасности). 

Нормы безопасности МАГАТЭ не имеют юридически 

обязательной силы для государств-членов, но они могут 

приниматься ими по их собственному усмотрению для 

использования в национальных регулирующих положени-

ях, касающихся их собственной деятельности. Эти нормы 

обязательны для МАГАТЭ в отношении его собственной 

работы и для государств в отношении операций, в кото-

рых МАГАТЭ оказывает помощь. Любое государство, 

желающее вступить в соглашение с МАГАТЭ, касающее-

ся его помощи в связи с выбором площадки, проектирова-

нием, строительством, вводом в эксплуатацию, эксплуа-

тацией или снятием с эксплуатации ядерной установки 

или любой другой деятельностью, должно будет выпол-

нять те части норм безопасности, которые относятся к 

деятельности, охватываемой соглашением. Однако следу-

ет помнить, что ответственность за принятие окончатель-

ных решений и юридическая ответственность в любых 

процедурах лицензирования возлагается на государства. 

Нормы безопасности устанавливают важнейшие осно-

вы для безопасности, однако может также потребоваться 

включение более детальных требований, отражающих 

национальную практику. 

Гражданская ядерная деятельность, осуществляемая в 

рамках юрисдикции государств, как и любая другая дея-

тельность, подпадает под действие обязательств, которые 

государства могут принимать согласно международным 

конвенциям в дополнение к общепринятым принципам 

международного права. Государствам надлежит прини-

мать в рамках своих национальных правовых систем такое 

законодательство (включая правила) и другие нормы и 

меры, которые могут быть необходимы для эффективного 

выполнения всех взятых на себя международных обяза-

тельств. 

Необходимость учета влияния воздушной обстановки 

на безопасность атомных электростанций обусловлена 

требованиями руководства МАГАТЭ по безопасности, 

сформулированными в документе № 50-SG-D5: “Учет 

внешних событий, вызванных деятельностью человека, 

при проектировании атомных электростанций. Руковод-

ство по безопасности” [17]. В соответствии с эти докумен-

том под безопасностью понимают защиту всех лиц от 

чрезмерной радиационной опасности. 

При проектировании АЭС необходимо оценить надеж-

ность проекта в отношении воздействия на станцию авиа-

ционной катастрофы. Причем сама катастрофа рассматри-

вается как внешнее событие, то есть произошедшее за 

пределами площадки строительства. В руководстве отме-

чается, что если вероятность авиационной катастрофы, 

которая могла бы оказать воздействие на АЭС, достаточно 

низка, то нет необходимости учитывать последствия ката-

строфы при проектировании станции. При этом в руко-

водстве не указывается значение вероятности падения 

летательного аппарата, которая может быть признана до-

статочно низкой, но подчеркивается, что в некоторых гос-

ударствах-членах МАГАТЭ понятие “достаточно малая” 

вероятность аварии с серьезными последствиями соответ-

ствует вероятности в пределах от 10
-7

 до 10
-6

. 
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В соответствии с требованиями пункта 3.47 документа 

МАГАТЭ № 50-SG-D5 [17], для оценки вероятности паде-

ния самолета на станцию следует провести анализ следу-

ющих данных: 

1) статистика авиакатастроф; 

2) об аэродромах, вертодромах, посадочных площадках, 

воздушных коридорах, воздушных трассах, полигонах для 

стрельбы, запусков ракет, запретных, опасных зонах и 

зонах ограничения полетов, находящихся или проходящих 

возле  площадки атомной электростанции (АЭС); 

3) количество пролетов всех типов воздушных судов воз-

ле данной площадки АЭС. 

Для анализа вероятности падения летательного аппа-

рата  на площадку АЭС в соответствии с указанными тре-

бованиями должны быть предоставлены: 

- карты, содержащие сведения о размещении аэродромов, 

расположении воздушных коридоров, воздушных трасс 

всех типов, пересечении воз-душных маршрутов, наличие 

запретных, опасных и зон ограничения полетов в районе 

размещения АЭС; 

- данные о видах воздушного движения, типах летатель-

ных аппаратов, их характеристиках, частоте полетов по 

воздушным трассам и аэродромам за последние 2 года; 

- схемы взлета, посадки и маршруты полетов воздушных 

судов в районах аэродромов; 

- информацию о наличии в зоне влияния на АЭС военных 

объектов, аэродромов, вертодромов, полигонов для бом-

бометания, пусков ракет, данные о видах возможных ле-

тящих тел, их характеристики, о частоте реализации опас-

ности; 

- архивные сведения об авиакатастрофах за последние 10 

лет  гражданской и военной авиации государства на тер-

ритории которого находится АЭС. 

На практике обычно учитывают источники, угрожаю-

щие безопасности функционирования АЭС расположен-

ные в круге радиуса до 100 км от предполагаемой пло-

щадки строительства 

АНАЛИЗ НОРМАТИВНОЙ БАЗЫ                                                                                 

ПО ОБЕСПЕЧЕНИЮ БЕЗОПАСНОСТИ ПРИ ПОЖАРЕ 

1. Анализ нормативных требований Российской Феде-

рации 

Состояние пожарной безопасности любого объекта ра-

нее определялось наличием требований в нормативных 

документах Госстроя и Госстандарта, различных ве-

домств. Число таких документов оценивалось в 1,5-2 тыс., 

а состав противопожарных требований в 100-150 тыс. 

С вступлением в силу с 01.05.2009 г. ФЗ №123 от 

22.07.200 г. (далее – ФЗ №123) действуют также 13 сводов 

правил и 150 стандартов, в результате применения которых 

на добровольной основе обеспечивается соблюдение тре-

бований ФЗ №123 (Перечень утвержден приказом Ро-

стехрегулирования от 30.04.2009 г. № 1573). Таким обра-

зом, в настоящее время нормативная база в области пожар-

ной безопасности насчитывает менее 200 документов (чис-

ло сокращено примерно в 10 раз), хотя иные нормативные 

документы (НД) (СНиП, СН, НПБ и др.) федеральных ор-

ганов исполнительной власти согласно ч.1 ст.151 ФЗ №123 

подлежат обязательному исполнению в части, не противо-

речащей требованиям ФЗ №123. Аналогично сформулиро-

ваны заключительные положения ФЗ №384 (ч.1 ст.42) и ФЗ 

№184 (п.7 ст.46) в редакции ФЗ №385 от 30.12.2009 г. 

Распоряжением Правительства РФ от 21.06.2010г. № 

1047-р /5/ утвержден Перечень национальных стандартов 

и сводов правил (частей таких стандартов и сводов пра-

вил), в результате применения которых на обязательной 

основе обеспечивается соблюдение требований Федераль-

ного закона “Технический регламент о безопасности зда-

ний и сооружений”. Перечень содержит 8 ГОСТ и 83 

СНиП, из которых исключены около 500  противопожар-

ных требований во избежание их дублирования и проти-

воречия с НД (СП и НС) по пожарной безопасности. Фак-

тически это означает, что такие СП и НС, как не вошед-

шие в названный Перечень, применяются на доброволь-

ной основе и отступления от их требований не должны 

являться основанием для разработки Специальных техни-

ческих условий (СТУ) согласно ч.8 ст.6 ФЗ №384 и ч.2 

ст.78 ФЗ №123.  

НД по пожарной безопасности (согласно ст.1 абз. 15 

ФЗ №69 в редакции ФЗ №247 от 09.11.2009г.) – это наци-

ональные стандарты, своды правил, содержащие требова-

ния пожарной безопасности (нормы и правила), правила 

пожарной безопасности, а также действовавшие до дня 

вступления в силу соответствующих ТР нормы пожарной 

безопасности, стандарты, инструкции и иные документы, 

содержащие требования пожарной безопасности. На прак-

тике это означает, что иные НД, не являющиеся СП или 

НС, следует считать документами, подлежащими обяза-

тельному исполнению для объектов, запроектированных и 

построенных до вступления в силу ФЗ №123 (см. ч.4 ст.4),  

и только в части, не противоречащей ФЗ №123  (см. ч.1 

ст.151).  

Для проектируемых объектов после вступления в силу 

ФЗ №123 такие требования могут применяться на добро-

вольной основе, и при имеющихся расхождениях в содер-

жании требований ПБ различных НД  приоритет остается 

за СП и НС, включенными в соответствующие перечни 

Правительства или Ростехрегулирования, как НД по реа-

лизации ФЗ №123. В любом случае их несоблюдение не 

должно нести никаких правовых последствий в соответ-

ствии с Указом Президента РФ от 23.05.1996г. № 763 и не 

должно служить основанием применения санкций за не-

выполнение содержащихся в них требований (письмо 

Минюста РФ от 31.05.2005г. № 01-1529). 

Согласно российским нормам [8, 9], в проекте любой 

АЭС, независимо от наличия реальных источников взры-

ва, следует учитывать воздействие взрыва на промпло-

щадке АЭС. Для оценки необходимости учета более ин-

тенсивного взрыва должно быть установлено расположе-

ние взрывоопасных объектов на территории самой стан-

ции и в ее ближайших окрестностях, а также характер и 

возможное количество ВВ на них. По требованиям норм 

[7], для ядерных установок, радиационных источников и 

пунктов хранения радиоактивных веществ, находящихся в 

федеральной собственности или имеющих федеральное, 

межрегиональное или региональное значение, рекоменду-

ется исследовать территорию на расстоянии не менее 5 км 

от периметра ограды. Для менее ответственных радиаци-

онно-опасных объектов местного значения это расстояние 

можно принимать равным 2 км. 

Процедура оценки необходимости учета каждого из 

источников взрыва начинается со сравнения расстояния 

до него с “величиной дистанции отбора” (ВДО), т.е. с рас-
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стоянием, за пределами которого взрыв можно не учиты-

вать (в Рекомендациях МАГАТЭ [21] это расстояние име-

нуется Screening Distance Value, SDL). По российским 

нормам [9], должны быть проанализированы все взрыво-

опасные объекты на расстоянии до 10 км от ограды АЭС. 

При выборе площадок для вновь строящихся АЭС реко-

мендуется обеспечивать удаление не менее 10 км от объ-

ектов, где возможны взрывы большой интенсивности. 

В [21] для падения самолета приведены следующие 

значения ВДО: 

- воздушные коридоры или трассы захода на посадку рас-

положены ближе 4 км; 

- имеются любые аэропорты в пределах 10 км; 

- в пределах 16 км имеются аэропорты с числом взлетов и 

посадок более 500 d
2
 в год, а за пределами 16 км – более 

1000 d
2
 в год (размерность параметра d – км); 

- в пределах 30 км имеются военные объекты или воздуш-

ные зоны, представляющие опасность для АЭС (напри-

мер, полигоны практического бомбометания, стрельбища 

и т.п.). 

Порядок проведения расчетов по оценке пожарного 

риска описан в правилах [11]. Данные Правила устанавли-

вают порядок проведения расчетов по оценке пожарного 

риска в случаях, установленных Федеральным законом 

"Технический регламент о требованиях пожарной без-

опасности", при составлении декларации пожарной без-

опасности. 

Определение расчетных величин пожарного риска 

осуществляется на основании: 

а) анализа пожарной опасности объекта защиты; 

б) определения частоты реализации пожароопасных ситу-

аций; 

в) построения полей опасных факторов пожара для раз-

личных сценариев его развития; 

г) оценки последствий воздействия опасных факторов 

пожара на людей для различных сценариев его развития; 

д) наличия систем обеспечения пожарной безопасности 

зданий, сооружений и строений. 

При проведении расчета по оценке социального по-

жарного риска учитывается степень опасности для группы 

людей в результате воздействия опасных факторов пожа-

ра, ведущих к гибели 10 человек и более. 

Определение расчетных величин пожарного риска 

проводится по методикам, утверждаемым Министерством 

Российской Федерации по делам гражданской обороны, 

чрезвычайным ситуациям и ликвидации последствий сти-

хийных бедствий. 

Расчеты по оценке пожарного риска оформляются в 

виде отчета, в который включаются: 

а) наименование использованной методики настоящих 

Правил; 

б) описание объекта защиты, в отношении которого про-

веден расчет по оценке пожарного риска; 

в) результаты проведения расчетов по оценке пожарного 

риска; 

г) перечень исходных данных и используемых справоч-

ных источников информации; 

д) вывод об условиях соответствия (несоответствия) объ-

екта защиты требованиям пожарной безопасности. 

Правила пожарной безопасности при эксплуатации 

атомных станций описаны в ППБ-АС-2011 [12]. Данные 

Правила разработаны взамен документа ППБ-АС-95 и 

имеют целью совершенствование системы организацион-

но-технических мероприятий по обеспечению и повыше-

нию пожарной безопасности атомных электростанций 

(АЭС). 

Правила распространяются на все АЭС Российской 

Федерации и устанавливают основные требования пожар-

ной безопасности при эксплуатации и выводе из эксплуа-

тации АЭС и являются обязательными для исполнения 

АЭС, а также всеми организациями, выполняющим рабо-

ты на АЭС, независимо от их организационно-правовых 

форм и форм собственности, их должностными лицами и 

работниками в целях защиты жизни или здоровья граж-

дан, имущества физических или юридических лиц, госу-

дарственного или муниципального имущества, охраны 

окружающей среды. 

Правила предъявляют требования к поведению людей 

на АЭС, порядку организации производства и содержания 

территорий, зданий, сооружений, помещений и других 

объектов в целях обеспечения пожарной безопасности. 

Настоящие Правила не рассматривают вопросы радиа-

ционной безопасности при осуществлении противопожар-

ных мероприятий, т.к. они отражены в “Нормах радиаци-

онной безопасности НРБ-99/2009” (СанПиН 2.6.1.2523-

09), “Основных санитарных правилах обеспечения радиа-

ционной безопасности” (ОСПОРБ-99/2010). 

Наставление по пожарной охране в гражданской авиа-

ции СССР (НПО ГА-85) [10] разработано в соответствии с 

требованиями Воздушного кодекса Союза ССР, Положе-

ния о Министерстве гражданской авиации и Наставления 

по производству полетов в гражданской авиации СССР и 

является основным нормативным актом Министерства 

гражданской авиации, регламентирующим вопросы по 

противопожарному обеспечению полетов и правила по-

жарной безопасности авиационной техники и объектов на 

предприятиях, организациях, учреждениях и заводах 

гражданской авиации. 

Пожарная охрана в гражданской авиации организуется 

в целях противопожарного обеспечения полетов воздуш-

ных судов, авиационной техники и объектов. 

Противопожарное обеспечение авиационной техники - 

комплекс мероприятий, направленных на предотвращение 

пожаров и загораний на авиационной технике, а в случае 

возникновения пожаров на своевременное их обнаруже-

ние и успешное тушение, на безопасную эвакуацию лю-

дей и материальных ценностей. 

Основной формой противопожарного обеспечения 

авиационной техники и объектов является пожарно-

профилактическая работа, проводимая в целях своевре-

менного выявления и устранения причин, порождающих 

пожары и загорания. 

Пожарно-профилактическая работа представляет со-

бой совокупность плановых обследований, регулярных 

контрольных проверок и ежедневного надзора за соблю-

дением установленных противопожарных норм и правил и 

устранением выявленных недостатков на объектах и воз-

душных судах при техническом обслуживании. 

Пожарно-профилактическую работу проводят: 

а) пожарно-технические комиссии – путем плановых об-

следований (не менее двух раз в год) и контрольных про-

верок (ежеквартально); 
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б) лица, ответственные за пожарную безопасность струк-

турных подразделений (руководители служб, отделов и 

др.), – постоянно в подчиненных подразделениях; 

в) работники военизированной охраны – постоянно по 

всем объектам предприятия; 

г) члены ДПД – постоянно на закрепленных за ними 

участках. 

С учетом вышеизложенного, к категории недостатков в 

системе нормирования требований к пожарной безопасно-

сти в РФ можно отнести: 

- отсутствие утвержденной системы НД по ПБ;  

- несоответствия или разночтения законодательных актов и 

нормативных документов, принимаемых в течение корот-

кого временного интервала (1-2 года), например, ФЗ №123 

и ФЗ №384, СП 1.13130.2009 и СНиП 31-06-2009 и др.; 

- противоречия между декларированием внедрения гибкой 

системы нормирования и введением в документы обяза-

тельного применения множества фиксированных физиче-

ски измеряемых величин (например, в ФЗ №384 нет ни 

одного подобного показателя, а в ФЗ №123 таких норма-

тивных требований, как уже отмечалось выше, более 200, 

причем таблицы, а их 30, приняты по одной за один пока-

затель); 

- создание на определенный период времени нормативно-

го правового “вакуума”, когда применявшиеся ранее тре-

бования НД из-за вступления в силу технических регла-

ментов не включаются в перечень подлежащих обязатель-

ному применению; соответствующие противопожарные 

требования в действующих СП пока практически отсут-

ствуют или отражены явно недостаточно; 

- одновременное действие 32 СП (актуализированные 

Минрегионом РФ в 2010-2011г.г. СНиП согласно ч.5 ст.42 

ФЗ №384) и 13 СП по пожарной безопасности, которые 

стали частично противоречить друг другу; 

- отсутствие в НД определений для некоторых основопо-

лагающих юридических понятий (например, в ФЗ и НД 

нет формулировки, что означает понятие “добровольное 

применение”, т.е. кто это определяет, для кого оно пред-

назначено, означает ли это, что отступление от соответ-

ствующих требований требует обоснования, например, в 

СТУ с компенсирующими мероприятиями и т.д.; значи-

мость такого понятия вытекает из ч.6 ст.15 ФЗ №384, со-

гласно которой соответствие проектных решений требо-

ваниям безопасности должны быть обоснованы ссылками 

на требования стандартов и СП как обязательного, так и 

добровольного применения). 

2. Анализ нормативных требований МАГАТЭ 

На данный момент разработана серия “Нормы 

МАГАТЭ по безопасности”, которая включает в себя, в 

том числе, и нормативные документы по пожарной без-

опасности. 

Цель Руководства № NS-G-1.5 “Учет внешних событий, 

исключая землетрясения, при проектировании атомных 

электростанций” [6] по безопасности состоит в том, чтобы 

дать рекомендации и руководящие материалы по проекти-

рованию для защиты атомных электростанций от воздей-

ствия внешних событий. Внешние события – это события, 

происходящие за пределами площадки, либо в пределах 

границ площадки, но связанные с источниками, которые 

непосредственно не участвуют в эксплуатационных состо-

яниях энергоблоков атомной станции, такими, как летящий 

предмет. Летящий предмет – это в нашем случае самолет 

гражданской авиации с заданными параметрами.  

Руководство [6] применяется при проектировании и 

оценке безопасности узлов, важных для безопасности 

наземных стационарных атомных электростанций с водо-

охлаждаемыми реакторами. В нем рассматриваются во-

просы обеспечения безопасности новых атомных электро-

станций в связи со следующими событиями: 

- авиационные катастрофы; 

- взрывы (дефлаграции и детонации), сопровождаемые 

пожарами или без пожаров, с образованием или без обра-

зования вторичных летящих предметов, источники кото-

рых расположены за пределами площадки и на площадке 

(но вне связанных с безопасностью зданий) и представля-

ют собой, например, хранящиеся опасные или находящие-

ся под давлением материалы, трансформаторы, емкости 

под давлением или высокоэнергетическое вращающееся 

оборудование; 

- выброс опасных газов (удушающих, токсичных), храня-

щихся за пределами площадки и на площадке. 

В данном руководстве по безопасности содержатся ре-

комендации как для проектных внешних событий, вы-

званных деятельностью человека, так и для проектных 

внешних естественных событий, в то время как рекомен-

дации по оценке площадок приведены в других соответ-

ствующих руководствах по безопасности. 

В других руководствах по безопасности, связанных с 

публикацией категории требований безопасности “Без-

опасность атомных электростанций: проектирование”, 

представлено обсуждение вопросов, касающихся внешних 

событий, и в этом смысле они дополняют настоящее ру-

ководство по безопасности – воздействие пожаров в це-

лом рассматривается также в Руководстве № NS-G-1.7 

“Защита от внутренних пожаров и взрывов при проекти-

ровании атомных электростанций”. 

АНАЛИЗ ЛЕТНО-ТЕХНИЧЕСКИХ И ЭКСПЛУАТАЦИОННЫХ 

ХАРАКТЕРИСТИК ТЯЖЕЛЫХ САМОЛЕТОВ 

В соответствии со стандартами, закрепленными в Чи-

кагской Конвенции 1944 года все воздушные суда делятся 

две группы – государственные и гражданские. Военные 

воздушные суда получили статус государственных. 

В законодательстве Российской Федерации юридиче-

ская классификация воздушных судов закреплена в Воз-

душном кодексе Российской Федерации [1], устанавлива-

ющем следующие группы воздушных судов: 

1) Гражданская авиация – коммерческая гражданская 

авиация; авиация общего назначения; 

2) Государственная авиация – государственная военная 

авиация; государственная авиация специального назначе-

ния; 

3) Экспериментальная авиация. Согласно ст. 21 Воздуш-

ного кодекса РФ к гражданской авиации относится авиа-

ция, используемая в целях обеспечения потребностей 

граждан и экономики. Воздушные судна, находящиеся в 

регулярной эксплуатации, то есть в сфере деятельности 

коммерческих авиакомпаний, осуществляющих перевозки 

пассажиров и грузов по расписанию относятся к коммер-

ческой авиации. Использование же воздушного судна в 

личных или деловых целях относит его к категории авиа-

ции общего назначения.  
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В Российской Федерации в соответствии с п.3 Феде-

рального закона от 18.07.2006 N 114-ФЗ гражданская 

авиация, не используемая для осуществления коммерче-

ских воздушных перевозок и выполнения авиационных 

работ, относится к авиации общего назначения. В госу-

дарствах Европейского союза к авиации общего назначе-

ния относится вся авиация, кроме военной и коммерче-

ской, работающей на регулярной основе. Таким образом, 

под определение авиации общего назначения попадает 

гораздо больше видов деятельности, чем в России. 

Государственная авиация – авиация, используемая для 

осуществления военной, пограничной, полицейской, та-

моженной и другой государственной функции, а также 

для выполнения мобилизационно-оборонных и оборонно-

спортивных задач. 

Экспериментальная авиация – авиация, используемая 

для проведения опытно-конструкторских, эксперимен-

тальных, научно-исследовательских работ, а также испы-

таний (и транспортного обеспечения испытаний) авиаци-

онной, космической, ядерной и другой техники. Экспери-

ментальные воздушные суда подразделяются на опытные, 

модифицированные, модернизированные, проходящие 

испытания серийные воздушные суда, летающие лабора-

тории, а также вспомогательные воздушные суда. 

В зависимости от максимальной взлетной массы, в со-

ответствии с Приказом Министерства транспорта Россий-

ской Федерации от 20.06.1994 № ДВ-58 “Об утверждении 

“Наставления по технической эксплуатации и ремонту 

авиационной техники в гражданской авиации России” [13] 

воздушные суда делятся на четыре класса (табл. 2): 

Таблица 2  

Классификация ВС в зависимости  

от максимальной взлетной массы 

Класс ВС 
Максимальная взлетная масса (тонн) 

для самолета для вертолета 

1 75 и более 10 и более 

2 30-75 5-10 

3 10-30 2-5 

4 До 10 до 2 

 

В зависимости от максимальной взлетной массы для 

обеспечения безопасности полетов с учетом спутной тур-

булентности и в соответствии с требованиями Doc. 

8643/37 “Условные обозначения типов воздушных судов” 

ИКАО [19], все воздушные суда подразделяются на сле-

дующие категории: 

- тяжелые (H) – воздушные суда с максимальной взлетной 

массой 136 т и более; 

- средние (M) – воздушные суда с максимальной взлетной 

массой менее 136 т и более 7 т; 

- легкие (L) – воздушные суда с максимальной взлетной 

массой 7 т и менее. 

В связи с тем, что в информации [3] о воздушном дви-

жении по воздушным трассам в районе АЭС приводятся 

условные обозначения типов воздушных судов, принятые 

в Doc. 8643/37 “Условные обозначения типов воздушных 

судов” ИКАО [19], в работе предлагается использовать 

следующие категории и подкатегории ВС: 

1) Воздушные суда коммерческой гражданской авиации, 

обеспечивающие регулярные воздушные перевозки: 

- тяжелые (H) – ВС с реактивными, турбореактивным и 
турбовинтовыми двигателями с максимальной взлетной 
массой 136 т; 
- средние (M) – ВС с турбореактивными и турбовинтовыми 
двигателями максимальной взлетной массой менее 136 т и 
более 7 т; 
- легкие (L) – ВС с турбореактивными, турбовинтовыми и 
поршневыми двигателями с максимальной взлетной мас-
сой 7 т и менее.  
2) Воздушные суда АОН, включающие все ВС, кроме во-
енной и коммерческой, работающей на регулярной осно-
ве, в зависимости от веса и типа двигателей подразделяет-
ся на следующие категории: 
а) самолеты с турбореактивными, турбовинтовыми и 
поршневыми двигателями: 
- тяжелые с максимальной массой более 13619 кг; 
(Golfstream, Falcon, Dassault, Cellenger, Global Expres; 
- средние с максимальной массой от 5675 кг (12500 фун-
тов) до13619 кг (30000 фунтов), к этой категории относят-
ся такие самолеты как: Bichjet, Cessna, Learjet, Westwind; 
- легкие турбовинтовые и поршневыми двигателями с 
массой: менее 5675 кг (12500 фунтов): Cessna, Beech, 
Piper, Pilatus. 
б) вертолеты массой более 5675 кг; 
в) вертолеты с массой менее 5675 кг. 
3) Воздушные суда государственной авиации подразде-
ляются на следующие подкатегории: 
а) большие ВС – транспортные, бомбардировщики, топ-
ливозаправщики с максимальной массой более 25 тонн; 
б) малые ВС: 
- истребители, тренировочные с максимальной массой до 
25 тонн; 
- вертолеты с массой до 5,6 тонн. 

В табл. 3  приводятся характеристики соответствую-
щих категорий и подкатегорий ВС гражданской авиации в 
зависимости от максимальной взлетной массы. 

В табл.4 приведены весовые характеристики некото-
рых тяжелых коммерческих самолетов. 

В настоящее время в эксплуатации находятся три об-

разца больших коммерческих самолетов с полетной мас-

сой свыше 400 т: Ан-225 “Мрия” (1 самолет), Аэрбас А-

380 (построены и имеются заказы на 101 единицу) и Бо-

инг B-747-8 (построены и заказаны 114 единиц). Еще че-

тыре типа воздушных судов обладают полетной массой в 

интервале от 300 до 400 т: Ан-124 (летают около 40 еди-

ниц), Боинг В-747-400 (построено около 700 самолетов), 

Локхид С-5 (летают 20 единиц) и Боинг В-777 (построено 

около 100 самолетов). 

Возможные значения максимальной скорости тяжело-

го транспортного (пассажирского) самолета вблизи земли: 

1) Данные из РЛЭ самолета B-747-400 взлетной массой 

396 т: ограничение по числу М на высоте 35 000 футов 

составляет 0,89 (на этой высоте допустимая истинная ско-

рость ограничена величиной 980 км/ч); в соответствии с 

РЛЭ максимальная допустимая скорость полета B-747-400 

у земли составляет 620 км/ч (170 м/с); 

2) Выписка из РЛЭ самолета Ан-124-100 взлетной массой 

406 т: ограничение по числу М на высоте 35 000 футов 

составляет 0,82 (на этой высоте допустимая истинная ско-

рость ограничена величиной 865 км/ч); в соответствии с 

РЛЭ максимальная приборная скорость полета Ан-124-

100 на уровне моря составляет 600 км/ч (166 м/с). 
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Таблица 4 

Весовые характеристики некоторых  

тяжелых коммерческих самолетов 

Тип ВС 

Макси-

мальный 

взлетный 

вес, т 

Вес 

сухого 

ВС, т 

Макси-

мальный 

запас 

топлива, т 

Число 

двигате-

лей, ед 

Вес 

двига-

теля, 

т 

Ан-124 406 173 212 4 4100 

Ан-70 130 73 57 4 2000 

Ил-62 161 69 91 4 2650 

Ил-76 170 92 78 4 2650 

Ил-86 215 111 103 4 2500 

Ил-96 240 117 123 4 2800 

Ту-204 103 58 44 2 2800 

Ту-214 110 59 51 2 2800 

А-300 165 88 76 2 1800 

А-310 150 80 69 2 1700 

А-330 230 119 111 2 2000 

А-340 275 173 102 4 1850 

А-380 560 361 240 2 х 

В-747-400 396/412 180 177 4 4300 

В-747-800 442 288 187 4 4400 

В-767 186 133 70 2 3000 

В-777-300 349 190 71 2 3200 

DC-8 147 63 84 3 2100 

DC-10 195 111 83 3 3200 

MD-11 286 131 155 3 3500 

L-1011 195 109 86 3 3100 

В-757 123 641 59 2 2500 

 

Из этого можно сделать вывод, что современные тяже-

лые транспортные самолеты не могут летать на уровне 

моря со скоростью 200 м/с из-за угрозы разрушения кон-

струкции.  

Технические характеристики тяжелых самолетов Бо-

инг 747-400 и Ан-124, А380-800 представлены в табл. 5. 

Существенным для каждого типа ВС является количество 

двигательных установок, масса каждой из них и их распо-

ложение на фюзеляже. 

Таблица 5  

Технические характеристики некоторых 

тяжелых самолетов 

Технические характе-

ристики самолетов  

с массой более 400 тонн 

B747-400 
В-747-

800 
Ан-124 А-380 

Длина самолета, м 70,7 76 69.1 72,7 

Размах крыла, м 64,4 68 73.3 79,75 

Высота самолета, м 19,4 19,6 21,1 24,09 

Масса пустого самолета, т 180,8 211,9 178.4 361 

Ширина фюзеляжа, м 6,8 6.8 8.1 7.14 

Максимальный запас 

топлива, т 
150 180 212.4 296 

Максимальная взлетная 

масса, т 
396/412 440 406 560 

Количество двигателей, шт 4 4 4 4 

Вес 1-го двигателя, т 4.4 т 4.4 т 4.1 т 3,8 т 

Крейсерская скорость, км/ч 880 910 850 900 

 

Анализ летно-технических характеристик тяжелых 

гражданских самолетов с турбореактивными двигателями 

показывает, что, несмотря на различные размеры, пасса-

жировместимость, объем топливных баков, количество 

двигателей, максимальную взлетную массу, их скорост-

ные характеристики отличаются незначительно и нахо-

дятся в диапазоне 850-900 км/час. 

В материалах летных испытаний реактивных самоле-

тов [2] отмечается, что максимальная скорость горизон-

тального полета ограничивается из условия прочности 

конструкции самолета по скоростному напору, нормаль-

ной перегрузке и из условий устойчивости и управляемо-

сти самолета. Максимально допустимая эксплуатационная 

скорость, которую в нормальных условиях пилотирования 

преднамеренно не должно превышать, задается из условия 

запаса по прочности конструкции при встрече с порывами 

ветра, отказами в системы автоматического управления 

(САУ) и в результате грубых ошибок. Ограничение пре-

дельно допустимой скорости по максимальной допусти-

мой эксплуатационной нормальной перегрузке определя-

Таблица 3 

Категории и подкатегории ВС гражданской авиации 

Параметр 

Категории и подкатегории ВС гражданской авиации 

коммерческая ГА, ВС, выполняющие  

полеты на регулярной основе 

АОН, все ВС, кроме военной и коммерческой, 

работающей на регулярной основе 

подкатегории ВС H (тяж) M (сред) L (легк) H (тяж) M (сред) L (легк) 

максимальный  

взлетный вес (т) 
136 и более 

менее 136 и 

более 7 
7 и менее 136 и более 

менее 136 и 

более 5,67 
5,67 и менее 

типы ВС  

по подкатегориям ВС 

Airbus Boeing  

McDonnell  

Ilyushin 

Antonov 

Embraer 

Canadair 

Lockheed 

Bombardia 

Boeing 

Aiebus 

Tupolev 

Cessna 

Beech 

Piper PA 

Let L-410 

Boeing 

Airbus 

McDonnell 

Gulfsteam 

Hawker 

Beech 

Dassault 

Learjet 

Cessna 

Cessna 

Piper 

Pilatus 

Grob 

Sikorsky 

Learjet 

Категории и подкатегории ВС государственной авиации – Военные самолеты 

Подкатегории  

большие самолеты малые самолеты 

транспортные,  

заправщики 
бомбардировщики истребители тренировочные 

максимальный вес (т) более 25 более 25 25 и менее 5,6 и менее 

типы ВС С-130, C-160D, С-54 – 
F-16, F-4E, F-5A, RF-

5A 

UH-11, UH-19D,  

AB-204B 
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ется из условий турбулентности атмосферы (болтанка). 

При полете на малых высотах с большой скоростью, вер-

тикальный порыв ветра может создать такую нормальную 

перегрузку, при которой будут нарушены прочность и 

жесткость конструкции. Увеличение угла атаки, вызван-

ное воздействием восходящего порыва ветра, вызовет 

приращение подъемной силы и нормальной перегрузки. 

Ограничение максимальной скорости полета по числу 

М обусловлено возможностью ухудшения характеристик 

устойчивости и управляемости самолета и работы двига-

телей. При достижении самолетом критической скорости 

и выше на поверхности самолета развивается волновой 

кризис. В результате перераспределения давления центр 

давления (ЦД) смещается назад, следовательно, повыша-

ется степень статической устойчивости самолета и ухуд-

шается характеристика продольной управляемости. Сле-

довательно, надо перебалансировать самолет. Появление 

при этом значительного пикирующего момента требует, 

снижения скорости полета до установленных эксплуата-

ционных значений. Область скоростей затягивания в пи-

кирование для транспортных самолетов лежит за преде-

лами ограничения максимальной скорости по числу М 

полета. 

Нарушения нормальной устойчивости, управляемости 

и балансировки самолета в области закритических чисел 

М представляют наибольший интерес с точки зрения осо-

бенностей пилотирования реактивного самолета. Среди 

подобных явлений, возможных в области больших скоро-

стей и влияющих на пилотирование самолёта, следует 

упомянуть наиболее характерные: 

- изменение продольной балансировки, проявляющееся 

чаще всего в виде затягивания самолета в пикирование и 

значительно реже в кабрирование; 

- падение эффективности рулей и элеронов с одновремен-

ным ростом усилий на рычагах управления; 

- реверс элеронов; 

- затягивание в крен (“валежка”) на больших индикатор-

ных и истинных скоростях; 

- скоростной бафтинг; 

- обратная реакция по крену на скольжение; 

- потеря путевой устойчивости на больших сверхзвуковых 

скоростях. 

Разумеется, невозможно ожидать, чтобы у одного и то-

го же самолета имели место все эти явления. Практически 

у реактивного самолета каждого конкретного типа какое-

то одно из них, наступающее раньше других, и ограничи-

вает допустимое число М полета. 

Среди перечисленных проявлений волнового кризиса 

устойчивости и управляемости самолета некоторые связа-

ны с большой индикаторной (или приборной) скоростью 

(скоростным напором). К их числу относится реверс эле-

ронов и затягивание в крен (“валежка”) на больших инди-

каторных скоростях. Другие ненормальности в поведении 

самолета – затягивание в пикирование, скоростной 

бафтинг и т.д. – связаны с достижением больших чисел М, 

т. е. с волновым кризисом обтекания, как таковым. 

Некоторые из упомянутых видов нарушения нормаль-

ной устойчивости и управляемости, такие, как, например, 

затягивание в крен или, особенно в пикирование, катего-

рически недопустимы. В нормальной эксплуатации их 

быть не может, гарантией чему является строгое соблю-

дение ограничений по числу М, наложенных на самолет 

данного типа. Другие же нарушения нормальной устойчи-

вости и управляемости, например обратная реакция само-

лета по крену на скольжение, не препятствуют полету, а 

лишь несколько усложняют его и требуют от летчика по-

вышенного внимания и сознательного пилотирования. 

Эксплуатационные ограничения и информация, необ-

ходимые для безопасной эксплуатации воздушных судов 

содержатся в РЛЭ. Для самолетов с газотурбинными дви-

гателями устанавливаются эксплуатационные  ограниче-

ния по следующим скоростям полета: 

- максимальная эксплуатационная приборная скорость 

(VMO – Maximum Operating Speed); 

- максимальная истинная скорость или число Маха (МMO 

– Maximum Mach Operating); 

- максимальная скорость маневрирования (VA). 

Максимально-допустимой скоростью для больших са-

молётов, является  значение VMO. Эту скорость нельзя 

преднамеренно превышать в нормальной эксплуатации. 

VMO это приборная скорость. При наборе высоты число 

М, соответствующее данной скорости, будет расти, и по-

явятся дополнительные проблемы, связанные со сжимае-

мостью воздуха. Поэтому устанавливается дополнитель-

ное ограничение ММО. Переход с VMO на ММО проис-

ходит приблизительно на высоте 24000–29000 футов. 

Например, для самолета 747-300 [15]: 

- ограничение максимальной скорости VMO на высотах 0-

500 м составляет 377 узлов или 697 км/час; 

- максимальное значение скорости полета (VA), обеспечи-

вающее адекватное маневрирования самолета на высотах 

0-500 м от уровня моря, составляет 330 узлов или 610 

км/час. 

В табл. 6 на основании [15] приведены точности вы-

держивания линии заданного пути при использовании 

систем автоматического управления полетом (FMS) c кор-

рекцией местоположения по сигналам спутниковой нави-

гационной системы GPS (ground position system) или без 

коррекции. 

Таблица 6 

Точность выдерживания линии заданного пути  

Боинг 747-300 в режимах коррекции местоположения  

по сигналам GPS и без коррекции 

Режим управления 

Навигационные 

характеристики  

с коррекцией  

от GPS 

Навигационные 

характеристики 

без коррекции  

от GPS 

Управление от автопилота 

(горизонтальная навигация) 
0.3 морской мили 1.0 морской мили 

Директорное управление 0.3 морской мили 1.0 морской мили 

Ручное управление с ис-

пользованием индикатора 

отклонения от линии задан-

ного пути со шкалой менее 

чем 0.3 мили 

0.3 морской мили 1.0 морской мили 

Ручное управление с ис-

пользованием индикатора 

отклонения от линии задан-

ного пути со шкалой более 

чем 0.3 мили 

1.0 морской мили 1.0 морской мили 
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Необходимо добавить, что навигационное оборудова-

ние самолета Боинг-747 позволяет производить автомати-

ческий заход на посадку в режиме “GPS approach”, что 

обеспечивает высокую точностью выхода на торец взлет-

но-посадочной полосы, координаты которого заданы в 

системе координат WGS-84. 

ВЫВОДЫ 

В результате проведенных исследований в работе вы-

полнен анализ требований нормативных документов, 

определяющих влияние воздушной обстановки на без-

опасность функционирования объектов на площадке АЭС, 

а также относящихся к обеспечению пожаровзрывобез-

опасности, и используемых в международной практике 

подходов при обосновании безопасности для исходного 

события “пожар в результате падения тяжелого коммерче-

ского самолета”. 

В результате анализа требований выявлены примеры 

отсутствия гармонизации (внутригосударственной и меж-

государственной) требований различных нормативных 

документов по пожарной безопасности, а также определе-

ны направления совершенствования нормативных доку-

ментов и научных исследований по обоснованию соответ-

ствующих требований пожарной безопасности. 

Выполнен анализ существующих типов ВС и их харак-

теристик. В результате анализа выбраны типы самолётов, 

наиболее соответствующие выполнению террористиче-

ской атаке на объект, а также определены их эксплуатаци-

онные характеристики, обеспечивающие приемлемую 

управляемость при маневрировании для точного попада-

ния в заданную точку на объекте АЭС. 
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Abstract. The analysis of the requirements of regulations that 

determine the effect of air situation on the safety operation of 

facilities at the nuclear power plant site. Identified examples of 

the lack of harmonization (intrastate and interstate) require-

ments of various regulatory documents on fire safety. The direc-

tions of improvement of the normative documents and scientific 

rationale for the relevant fire safety research. The analysis of 

existing aircraft types and their characteristics. Selected types of 

aircraft, the most appropriate implementation of the terrorist 

attack on the facility, as well identified by their performance, 

provide acceptable control for precise maneuvering to reach a 

given point at the nuclear power plant site.    

Keywords: safety, nuclear power plants, heavy airplane, plane 

crash. 
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Аннотация. Разработаны алгоритмы идентификации ли-

нейной модели электроэнергетической системы в простран-

стве состояний в дискретном и непрерывном виде для случа-

ев системы с одним и множеством входов, а также с одним и 

множеством выходов. Необходимыми условиями идентифи-

цируемости являются априорные свойства наблюдаемости и 

управляемости. Приведены рекурсивные критерии провер-

ки условий управляемости и наблюдаемости. Работа иллю-

стрируется практическим примером идентификации 25-

машинной энергосистемы.  

Ключевые слова: электроэнергетические системы, управ-

ляемость, наблюдаемость, идентификация, пространство 

состояний, система мониторинга переходных режимов, алго-

ритмы, собственные значения матрицы, ортогонализация. 

ВВЕДЕНИЕ 

Создание системы мониторинга переходных режимов 

(Wide Area Measurement System – WAMS) в ЕЭС России на 

основе векторных измерений продиктовано объективной 

необходимостью в информации, позволяющей сформиро-

вать точное представление о динамическом поведении 

электроэнергетической системы (ЭЭС) при технологиче-

ских нарушениях и авариях [0]. 

Векторные измерения параметров ЭЭС включают набор 

измерителей PMU (Phasor Measurement Units) и позволяет 

эффективно дополнить существующую в ЕЭС распреде-

ленную систему измерений. Принцип построения системы 

векторных измерений и способ синхронизации данных с 

помощью спутниковой навигационной системы показан 

соответственно на рис. 1 и 2. 

 

 

Рис. 1. Принцип векторных измерений 

Появление векторных измерителей дает возможность 

устранить недостаток информации о протекании электро-

механических переходных процессов, которая очень важна 

для адекватного анализа динамических свойств и управле-

ния ЭЭС. Поэтому при создании первой очереди WAMS 

задачи верификации динамической модели ЕЭС, иденти-

фикации математической модели ЕЭС и мониторинга низ-

кочастотных колебаний в ЕЭС выходят на первом месте 

при изучении динамики энергообъединений. 

Таким образом, на сегодняшний день актуальной явля-

ется научно-техническая задача, когда по данным системы 

WAMS необходимо сделать вывод о функционировании 

энергосистемы в соответствии с ее математической моде-

лью, т.е. идентифицировать модель с реально существу-

ющей (функционирующей) системой. При этом, одной из 

важнейших подзадач здесь является идентификация мате-

матической модели ЭЭС в установившемся режиме, когда 

справедливо линейное приближение движения ЭЭС. 

С другой стороны, на повестке дня стоят менее сложные 

по сравнению с проблемой идентификации ЭЭС, но не ме-

нее актуальные задачи. К таким задачам относятся анализ 

устойчивости в линейном приближении, оценка запасов 

режимных параметров, оценка доминирующих мод коле-

баний ЭЭС и оценка демпферных свойств ЭЭС и др. 

 

 

Рис. 2. Синхронизация векторных измерений                                          

с помощью спутниковой навигационной системы 
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В данной работе рассматриваются алгоритмы иденти-

фикации математической модели ЭЭС в установившемся 

режиме, основанные на теории реализации операторной 

модели линейной динамической системы в пространстве 

состояний, которые позволяют в зависимости от решае-

мой задачи осуществлять идентификацию полной матема-

тической модели, а также осуществлять оценки мод коле-

баний и демпферных свойств ЭЭС. 

УРАВНЕНИЯ ЭЭС КАК ОБЪЕКТА ИДЕНТИФИКАЦИИ 

В наиболее широкой постановке проблемы идентифи-

кации предполагается наличие случайных факторов, при 

которых точные измерения невозможны [0, 0, 0, 0]. В бо-

лее простой постановке идентификация энергосистемы 

сводится к определению элементов матриц A , B , C  и D  

в непрерывных  

                     
( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).

x t Ax t Bu t

y t Cx t Du t
 (1) 

дискретных уравнениях [0] 

               
( 1) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).

x t Ax t Bu t

y t Cx t Du t
 (2) 

Здесь ( ) nx t   – вектор состояния, ( ) lu t  – вектор 

управляющих воздействий (вектор входа), а  – вектор 

выходных переменных (вектор выхода),  – множество 

вещественных чисел. 

К моделям (1) и (2) приводятся линеаризованные урав-

нения ЭЭС в нормальном доаварийном или послеаварий-

ном режимах, состоящей из n  генераторов, 

                                

,

,

i
i

i i i
i

i i

d

dt
d P D

dt M M

 (3) 

где i  – фазный угол и i  – скольжение i-го генератора,  

1,2,....,i n , 
i
P  – изменение активной мощности гене-

ратора, определяемое с помощью уравнений электриче-

ской сети 

                            
P H M

Q N K U
. (4) 

Здесь P  – вектор приращения активной мощности во 

всех узлах системы, Q  – вектор приращений реактив-

ной мощности, U  – вектор приращения амплитуды 

напряжения. Элементами блоков матрицы Якоби 

, , ,H M N K  в (4) являются частные производные 

, , ,i i i i
ij ij ij ij

j j j j

P P Q Q
H M N K

U U 

   
   
   

. 

Уравнения (3) составляют линеаризованную модель 

ЭЭС, подходящую для оценки статической устойчивости 

(small-signal stability) и некоторых других задач (оценки 

запасов режимных параметров, оценки доминирующих 

мод колебаний, оценка демпферных свойств).  

В развернутом и компактном виде уравнения (3) соот-

ветственно равны 

 

1

2

1, 111 12 11

1, 1 1 1 1

1 21 22

2 2 2

1

0 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 1 1

0 0 0

n

n

n

n n

n

n

HH H D

M M M M

H H

M M
2, 1 2

2 2

1,1 1,2 1, 1 1

1 1 1 1

, 11 2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

n

n n n n n

n n n n

n nn n n

n n n n

H D

M M

H H H D

M M M M
HH H D

M M M M

1

2

1,

1

2

1

n

n

n n

n

n

 

     
1

1 1

0

nM H M D







 

     
               

1
. (5) 

В уравнении (5) символ 
1
1  – обозначает диагональ-

ную единичную матрицу, дополненную столбцом с эле-

ментами, равными ( 1) , т.е. 

1

1 0 1

0 1 1



 
 

  
 
 

1 . 

Матрицы C  в уравнениях (1) и (2) называются «мат-

рицами выходов» и описывают набор безынерционных 

измерителей (в нашем случае PMU), наблюдающих ли-

нейные комбинации координат состояния динамической 

системы ( i  и 
i
). 

Матрицы B  в (1) и (2) называются «матрицами входов 

системы» и представляют различные управляющие входы 

системы. 

Матрицы D  в (1) и (2) не имеют специального назва-

ния. Их вводят в описание системы, если необходимо 

учесть в системе параллельные (шунтирующие) связи и 

контуры. 

Уравнения (1) и (2) можно привести к единому виду. 

Для этого введем переменную  , которая для непрерыв-

ного случая (1) равна оператору дифференцирования, т.е. 

s , а для дискретного случая (2) – оператору сдвига, 

т.е. z  . Тогда уравнения (1)-(2) можно переписать в 

едином виде [0] 

              
( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).

x t Ax t Bu t

y t Cx t Du t
 (6) 

Уравнения (6) называются реализацией динамической 

системы в пространстве состояний [0, 0] для передаточ-

ной матрицы (матричной передаточной функции) вида 

                 
1

k nC I A B D


  . (7) 

Таким образом, если нам известна модель ЭЭС в фор-

ме (6), тогда, как отмечено выше, могут быть решены раз-

личные дополнительные задачи по анализу ее свойств: 

– анализ статической устойчивости (сводится к полной 

проблеме собственных значений матрицы A ); 

– оценка доминирующих мод колебаний (сводится к ча-

стичной проблеме собственных значений матрицы A ); 

– оценка запасов режимных параметров (сводится к пол-

ной или частичной проблеме собственных значений мат-

рицы A ); 

– оценка демпферных свойств ЭЭС (сводится к оценке 

декрементов затухания на основе собственных значений). 
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Рассмотрим задачу идентификации ЭЭС в форме (6) 

для случая одного входа и одного выхода, т.е. когда 

( )u t  , ( )y t . Полученные решения задачи в виде 

алгоритмов идентификации будем распространять на слу-

чай многих входов и многих выходов. 

Предположим, что входы системы (6) – периодические 

сигналы и наблюдается целое количество периодов коле-

баний ЭЭС. Тогда дискретное преобразование Фурье 

(ДПФ) для (6) дает следующую линейную матричную мо-

дель [0, 0]: 

            
( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).
kX k AY k BU k

Y k CX k DU k
 (8) 

Здесь ( )X k  – ДПФ вектора состояния ( )x t , ( )Y k  – ДПФ 

выходного сигнала ( )y t , ( )U k  – ДПФ входного сигнала 

( )u t . 

Используя зависимость второго уравнения в (8) от 

первого, рекурсивно перепишем второе уравнение в виде 

    

1

1

1 2

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ).

p p
k k k k

p
k k

p p p
k

p p
k k

Y k C X k D U k

CAX k CBU k D U k

CA X k CA B CA B

CB D U k

 (9) 

Запишем последнее уравнение из (9) 





1 2

1

( ) ( )

( )

p p p p
kk

p p
k k

Y k CA X k CA B CA B

CB D U k

 

 

 



   

 
 

для каждого целого числа 0,1,..., 1p r  и объединим 

полученные уравнения в матричную форму 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r r r rW k Y k X k W k U k O S , (10) 

где 

1 2 31

1 0

0
( ) , ,k
r r r

r r rr
k

C D

CA CB D
W k

CA CA B CA B CB D

O S . (11) 

Матрица rO  в (11) носит название матрицы наблюдае-

мости, а матрица rS  – матрицы стабилизируемости [0]. 

Уравнения (10), (11), записанные для чисел 

1,2, ...,k F  можно также объединить в единое матрич-

ное уравнение 

                   r rY X UO S . (12) 

Здесь  

 (1) (1) (2) (2) ( ) ( ) r F
r r rW Y W Y W F Y F  Y , (13) 

(1) (1) (2) (2) ( ) ( ) r F
r r rW U W U W F U FU (14) 

 (1) (2) ( ) n FX X X F  X , (15) 

                                     r n , (16) 

 – множество комплексных чисел. 

Матрицы комплексных данных Y  (13) и U  (14) име-

ют r  строк и F  столбцов. Комплексная матрица X  (15) 

имеет n  строк и  столбцов. При этом  

                  ,r n r r
r rO S  

– вещественные матрицы с r  строками. Матрица rO  име-

ет n  столбцов, а матрица rS  – r  столбцов. 

Условие (16) указывает на то, что мы рассматриваем 

длину выборки данных наблюдений больше, чем размер-

ность пространства состояний ЭЭС. 

ПОДХОД К ИДЕНТИФИКАЦИИ ЭЭС 

Хорошо известно, что для матрицы наблюдаемости 

динамических систем (1), (2) [0] 

                  

1

r

r

C

CA

CA

O  

справедливо следующее свойство сдвига [0]: 

                      [1: 1,:] [2: ,:]r r r rA O O . (17) 

Здесь [1: 1,:]r rO  – матрица, полученная из rO  путем выбо-

ра строк от первой до ( 1)r  -й, [2: ,:]r rO  – матрица, полу-

ченная из rO  путем выбора строк от второй до r -й. На 

это указывают нижние индексы матриц, расположенные в 

квадратных скобках. Отдельный символ « :  » здесь озна-

чает, что выбираются все столбцы. 

Свойство (17) является ключевым будет в дальнейшем 

положено в основу приводимых алгоритмов идентифика-

ции ЭЭС в дискретном и непрерывном виде. 

Для целей идентификации будем далее полагать, что 

модель ЭЭС в форме (6) полностью наблюдаемая, т.е. для 

нее выполняется ранговое равенство Калмана [0, 0, 0] 

               rank , приr n r n O , (18) 

и полностью управляемая, т.е. 

rank приqB AB A B n q n . (19) 

Учитывая влияние шумов измерений фазоров и некон-

тролируемые возмущения, приведенные ко входу системы 

[0], перепишем уравнение (12) в виде 

       r r r  Y UY X U + N NO S S , (20) 

где в дополнение к (14), (15) 

(1) (1) (2) (2) ( ) ( ) r F
r Y r Y r YW N W N W F N F

Y
N   (21) 

– ДФП шума измерения;  

(1) (1) (2) (2) ( ) ( ) r F
r U r U r UW N W N W F N F

U
N   (22) 

– ДФП неконтролируемых возмущений, приведенных ко 

входу системы.  

Рассмотрим сначала алгоритм идентификации модели 

ЭЭС, заданной в дискретной форме (2). Это объясняется 

тем, что его построение существенно проще по сравнению 

с непрерывным случаем. 
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АЛГОРИТМ ИДЕНТИФИКАЦИИ ДИСКРЕТНОЙ МОДЕЛИ ЭЭС 

Все рассматриваемые далее алгоритмы идентификации 

имеют трехшаговую процедуру. 

На первом шаге с использованием модели (20) произ-

водится оценка матрицы наблюдаемости rO . Этот шаг 

является самым трудным и состоит в основном из опера-

ций селекции и исключения данных, позволяющих 

уменьшить влияние шумов и неконтролируемых возму-

щений. На втором шаге с помощью метода наименьших 

квадратов, примененного к переопределенным уравнени-

ям (17), вычисляются оценки матриц A  и C . Наконец, на 

третьем шаге с помощью уравнения, связывающего под-

пространства управляемости и наблюдаемости объекта (6)

, имеющего известный вид [0] 

sub

2
12

1

, , , ,

( ) ( )
F

k k n
k

V C D A C

W Y k C I A B D U k

Z

 (23) 

вычисляются матрицы B  и D .  

В (23)  kW   – выбранная подходящим образом дей-

ствительная весовая функция,  

            
1

k nC I A B D  

– оценка передаточной функции (7). 

Алгоритм идентификации 

Начало алгоритма 1. Инициализация данных. 

Шаг 1. Вычислить оценку матрицы наблюдаемости 

rO  на основе данных ( )Y k , ( )U k  и дисперсий 2 ( )Y k , 

2 ( )U k , 2 ( )YU k . 

1а. Если 
2 ( ) 0U k  , выполнить замену 

( ) ( )/ ( )Y k Y k U k , 

( ) 1U k , 

2 2( ) ( )Y Gk k , 

где 

2 2 2
2 2

2 2

( ) ( ) ( )
( ) 2Re

( ) ( )( ) ( )

Y U YU
G

k k k
k G

Y k U kY k U k
, 

2G  – коэффициент, учитывающий отношение “сигнал – 

шум”. 

Выбрать число r n  и сформировать матрицы 

Re( ) Im( )

Re( ) Im( )

U U

Y Y
Z  и  HReYC CC , 

где (1) (1) (2) (2) ( ) ( )r Y r Y r YW W W F FC , “H” 

– операция эрмитова сопряжения, 

 

 1

1
(1) (1) (2) (2) ( ) ( ) ,

( ) ,

(1) (1) (2) (2) ( ) ( ) .

r r r

k

r

r r r r
k

W Y W Y W F Y F
z

W k

W U W U W F U F
z 

 
 

 
 
   
 

Y

U

 

1б. Вычислить QR-факторизацию матрицы T QRZ . 

Тогда T TR QZ   и 

     

T T

T T T

011 1

12 22 2

Re( ) Im( )
,

Re( ) Im( )
r r

ij

R Q
R

R R Q

U U

Y Y
Z . 

1в. Выполнить редукцию влияния шумов в (20) путем 

вычисления  сингулярного разложения матрицы 
0,5 T

22R

Y
C , т.е. 

T T T T0,5
22 , ,R U V UU I V V I

Y
C . 

 Здесь 0,5
YC  – квадратный корень из матрицы YC : 

               
T

0,5 0,5  YY YC C C . 

1 г. Вычислить оценку матрицы наблюдаемости rO  по 

формуле 

                 0,5
[ :,1: ]r nU

Y
O C . 

Шаг 2. Используя свойство (17), найти оценки матриц 

A  и C  по формулам 

               [1: 1, :] [2: , :]r r r rA 
 O O , 

                     [1, :]rC  O . 

Здесь [1: 1, :]r r


O  – обратная матрица по Муру-Пенроузу. 

Шаг 3. Минимизируя в среднем (23) при 

( ) 1/ ( )kW z k
Y

, найти оценки матриц B  и D . 

Конец алгоритма 1. 

Доказательство алгоритма идентификации 

Шаг 1. Если ЭЭС с моделью (6) полностью наблюдае-

мая и F n , тогда справедливы равенства 

                 rank nX , 

        range ranger rXO O , 

где range( )  – область (поле) значений (образ) матрицы 

[0]. Отсюда следует, что можно определить оценку 

 range rO , используя уравнение (20), где исключена со-

ставляющая rUS  и в допустимых пределах уменьшено 

влияние шумов и неконтролируемых возмущений 

rY UN NS . 

Поскольку матрица наблюдаемости rO  – действитель-

ная, необходимо найти в  range rO  только действитель-

ные подпространства. Следовательно, уравнение (20) 

необходимо преобразовать к виду 

re rere re re
r r rY U

Y X U + N NO S S , (24) 

где 
re

Y  – действительная матрица, имеющая вид 

           re Re( ) Im( )Y Y Y , (25) 

и т.д. Заметим, что оператор 
re( )  в (25) имеет сопряжен-

ный ему re( ) , при этом они связаны соотношением вида 
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                  
T

re T

re
Y Y . 

Составляющая re
r U
NS  в (24) может быть исключена 

путем умножения (24) справа на ортогональный проектор 

 (т.е. ортогонального проектирования на управляемые 

подпространства [0]) 

T T
1

re rere re
2FI U U U U , (26) 

поскольку  

 

 

 

1
re re reT re reT re

2

1
re re reT re reT re

1
re reT re reT re re 0.

FI

I







 
    

 

  

    

U U U U U U

U U U U U U

U U U U U U

 

В результате вместо уравнения (24) получаем 

              re re ,rY X NO  (27) 

              re re
rY U

N N NS . (28) 

Если выполняется линейное матричное неравенство 

             
Trere1

0rcIF
U U , 

где 0 c , и c  не зависит от любого F , тогда спра-

ведливо равенство 

              rerange ranger r XO O . 

Из (27), (28) следует, что  range rO  может быть оце-

нена с помощью 

                  rerange Y . (29) 

Так как область значений матрицы эквивалентна ли-

нейной оболочке, натянутой на ее левые сингулярные век-

торы, соответствующие ненулевым сингулярным числам, 

то (29) может быть вычислено с помощью сингулярного 

разложения (SVD-разложения [0]) матрицы 
reY . Левые 

сингулярные векторы, соответствующие ненулевым син-

гулярным числам, можно последовательно оценить, если 

[0] 

              re T1
lim 0
F F

X N  (30) 

и 

     T 21
lim ,
F

I
F N N

NN C C . (31) 

 Условие (31) в общем случае не выполняется и, следо-

вательно, шум N  необходимо приблизить к белому пу-

тем левых преобразований с помощью обратной матрицы 
0,5

NC : 

re re0,5 0,5 0,5
rN N N

Y X NC C O C , (32) 

где 0,5
NC  – квадратный корень матрицы NC . 

Из сингулярного разложения 

                             0,5 re TU V   N YC  (33) 

вытекает оценка матрицы наблюдаемости rO : 

                0,5 0,5
[:,1: ] [:,1: ]r n r nU U   N NC O O C . (34) 

Поскольку параметры пространства состояний (8) не-

известны, в общем случае вычислить матрицу 
N

C  невоз-

можно. Если же входные воздействия на систему детер-

минированные ( 0
U

N ), тогда rS  не зависит от N  и 

матрица 
N

C  вполне доступна для оценки.  

Таким образом, если 
2 ( ) 0U k  , то необходимо вы-

полнить замену 

 ( ) ( ) / ( )Y k Y k U k ,   ( ) 1U k  , 2 2( ) ( )Y Gk k , 

где 

2 22
2 2

2 2

( ) ( )( )
( ) 2Re

( ) ( )( ) ( )

U YUY
G

k kk
k G

Y k U kY k U k

 


 
   
 
 

. 

Предположим далее, что 0
U

N . Тогда для NC  

справедливо утверждение 

2 H

1

lim Re ( ) ( ) ( )
F

Y
F

k

k W k W k
F






 
   

 
Y

N

C
C .  

Отсюда можно заключить, что оценка rO  асимптотиче-

ски приближается к истинной матрице наблюдаемости 0rO

, а в условиях малых шумов – к некоторой достаточно 

близкой к 0rO  матрице.  

Заметим, что проектор  (26) к алгебраическим объ-

ектам, которые называется делителем нуля максимального 

ранга [0]. Делители нуля будут также использоваться ни-

же в разделах 3 и 5 (на это будет указывать верхний сим-

вол  ). 

Левые делители нуля (иногда их также называют ле-

выми аннуляторами) неединственные и существуют у лю-

бых числовых матриц с неполным рангом по строкам. Все 

множество левых делителей нуля некоторой матрицы (не 

обязательно полного строчного ранга) могут быть образо-

ваны из делителя нуля максимального ранга путем умно-

жения слева на некоторую числовую матрицу подходяще-

го размера с произвольными элементами. 

Если заданная матрица полна по строкам (не имеет ли-

нейно зависимых строк), то говорят, что у нее левый де-

литель нуля не существует, либо равен нулю. Симметрич-

ные утверждения справедливы и для матриц с неполным 

рангом по столбцам. У таких матриц всегда существуют 

правые делители нуля максимального ранга. 

Шаг 2. Используя оценку rO  и соотношения (11), (17), 

можно вычислить оценки матриц A  и C  по формулам 

              [1: 1, :] [2: , :]r r r rA 
 O O , (35) 

                       [1, :]rC  O . (36) 

Заметим, что A  и C , рассматриваемые как матричные 

функции, а также их производные, непрерывно зависят от 
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rO , замкнуты и ограничены в окрестности истинного зна-

чения 0rO  или достаточно близкого к нему значения *rO . 

Шаг 3. Выберем 1( ) ( )k YW Y  для весовой функ-

ции 
sub

, , , ,V C D A C Z  (23). Если ( ) 0UN k , тогда вы-

полним замену данных, как это сделано на шаге 1 и поло-

жим 
1( ) ( )k GW Y   . Эта замена дает возможность 

уменьшить неопределенности в оценках B  и D  (если 

только матрицы A  и C  – нестохастические). При этом 

оценки B  и D  являются сильно состоятельными, если 

сильно состоятельны оценки A  и C . 

Таким образом, минимизируя в среднем функцию 

sub

2
1

2
1

, , , ,

1
( ) ( )

( )

F

k n
k Y

V C D A C

Y k C I A B D U k
k

Z

 

определяем оценки матриц B  и D . Доказательство за-

кончено. 

Детерминированный вариант  

алгоритма идентификации 

При отсутствии шумов и возмущений алгоритм 1 су-

щественно упрощается. В этом случае вместо (20) рас-

сматривается уравнение (12), точнее, уравнение 

              re re re
r rY X UO S . (37) 

Использование ортогонального проектора (26) приво-

дит (37) к виду 

                 re re
rY XO . (38) 

Сингулярное разложение 

                   re TU V  Y  (39) 

дает возможность произвести оценку матрицы наблюдае-

мости 

                     [ :,1: ]r nUO  (40) 

и далее оценки матриц A  и C  по формулам (35), (36). 

Для оценки матриц используется минимизация функ-

ции 

sub

2
1

1

, , , ,

( ) ( ) .
F

k n
k

V C D A C

Y k C I A B D U k

Z

 (41) 

Многомерный вариант алгоритма идентификации 

В случае идентификации системы с многими входами 

и многими выходами приведенный выше алгоритм оста-

ется в силе, за исключением того, что вместо (13), (14) и 

(21), (22) необходимо использовать матрицы [0] 

      (1) (1) (2) (2) ( ) ( )r r rW Y W Y W F Y FY , (42) 

        (1) (1) (2) (2) ( ) ( )r r rW U W U W F U F   U , (43) 

     (1) (1) (2) (2) ( ) ( )r Y r Y r YW N W N W F N F
Y

N , (44) 

        (1) (1) (2) (2) ( ) ( )r U r U r UW N W N W F N F   UN , (45) 

где   – произведение Кронекера, выполняемое для мат-

риц 
p qM  и 

s tN   по формуле  

           

[1,1] [1,2] [1, ]

[2,1] [2, 2] [2, ]

[ ,1] [ , 2] [ , ]

q

q ps qt

p p p q

M N M N M N

M N M N M N
M N

M N M N M N



 
 
   
 
 
 
 

. 

Описанный алгоритм дает достаточно хорошие оценки 

матриц системы (6) в дискретном случае (2). Его примене-

ние к идентификации непрерывной системы (1) при не 

очень больших значениях r  также вполне удовлетвори-

тельно. Однако с ростом r  вычислительный процесс дан-

ного алгоритма для непрерывной системы становится пло-

хо обусловленным [0]. Эта проблема устраняется путем 

введения двух специальных ортогональных полиномиаль-

ных базисов.  

АЛГОРИТМ ИДЕНТИФИКАЦИИ НЕПРЕРЫВНОЙ МОДЕЛИ ЭЭС 

В непрерывном случае  и алгоритм идентификации 

приводимый ниже также состоит из трех шагов. На пер-

вом шаге производится оценка матрицы наблюдаемости 

rO . Эта матрица имеет такую же структуру, как и матри-

ца rO . На основе  полученной оценки rO  вычисляются 

оценки A  и B . Для вычисления матриц B  и D  как и 

прежде используется функция (23) [0, 0]. 

Алгоритм идентификации 

Начало алгоритма 2. Инициализация данных. 

Шаг 1. Найти оценку матрицы наблюдаемости rO  на 

основе данных ( )Y k , ( )U k  и ковариаций 2 ( )Y k , 2 ( )U k , 

2 ( )YU k  

1а. Если 2 ( ) 0U k , выполнить замену 

                 ( ) ( )/ ( )Y k Y k U k , 

                       ( ) 1U k , 

                   2 2( ) ( )Y Gk k , 

где 

2 2 2
2 2

2 2

( ) ( ) ( )
( ) 2Re

( ) ( )( ) ( )

Y U YU
G

k k k
k G

Y k U kY k U k
. 

Выбрать значение r n  и нормировать частоты ks : 

– вычислить частоту 

                    max min

mid
2

 



 , 

– выполнить замену 

                             
mid

k

k

s
s


 . 

1б. Выполнить ортогонализацию входных данных Y :  

– вычислить матрицу Y  

       
[1,:] [1,:] 1 [1,:] 2

1

1
, ,


  Y Y Y  

  
[ 2,:] [1,:] 2 [1,:] 2

2

1
, ,s sD D


   Y Y Y  

– выполнить рекурсию: for 3 ton r  
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 [ ,:] [ 1,:] 1 [ 2,:]

[ 1,:] 1 [ 2,:] 2

1
,

,

n n s n n

n

n n s n n

D

D




 

     

    

 

 

Y Y Y

Y Y

 

где  

       [1,:] (1) (2) ( )Y Y Y FY , 

        diag 1 2s FD s s s . 

1в. Выполнить ортогонализацию входных данных U :  

– вычислить матрицу U  

      [1,:] [1,:] 1 [1,:]
21

1
, ,U U U  

    [2,:] [1,:] 2 [1,:]
2

2

1
, ,s sD D


   U U U  

– выполнить рекурсию: for to3n r  

      
 [ ,:] [ 1,:] 1 [ 2,:]

[ 1,:] 1 [ 2,:] 2

1
,

,

n n s n n

n

n n s n n

D

D




 

     

    

 

 

U U U

U U

 

где  

       [1,:] (1) (2) ( )U U U FU . 

1г. Сформировать матрицы 

          H
Re( ) Im( )

, Re
Re( ) Im( )

 
   

 

 
   
 

Y

U U

Y Y
Z C C C , 

где C  вычислить следующим образом: 

– задать 

      [1, : ] (1) (2) ( )Y Y Y F  C , 

– вычислить  

                
[1, : ] [1, : ]

1

1


 C C , 

          [2, : ] [1, : ]
2

1
sD


 C C , 

– выполнить рекурсию: for to3n r  

[ , : ] [ 1, : ] 1 [ 2, : ]
1

n n s n n
n

DC C C . 

1д. Вычислить QR-факторизацию матрицы 
T

Z , тогда 

T TR QZ  и 

         

T T

T T T

011 1

12 22 2

, r r
ij

R Q
R

R R Q
Z . 

1е. Выполнить редукцию влияния шумов в (20). 

Вычислить сингулярное разложение матрицы 

T0,5
22RY

C , т.е.  

T T T T0,5
22 , ,R U V UU I V V I

Y
C . 

Здесь 0,5
Y

C  – квадратный корень из матрицы 
Y

C : 

              
T

0,5 0,5
Y Y Y

C C C . 

1 ж. Вычислить оценку матрицы наблюдаемости rO  

по формуле 

                  0,5
[:,1: ]r nU  YO C . 

Шаг 2. Найти оценки матриц A  и C  по формулам 

    1 [1: 1, :] [2: , :]r r r rA G bO O , 

                        1 [1, :]rC   O , 

где 

 
 

 

1 1 1

1 1 2

1 1 1
2 [1: 2, :]

2 2 3 3 4 1

diag ,0
,

diag .

r

r r
r r

G

G G

  

     

  

  
 



 
   

 
b

O
 

Здесь  1 [1: 1, :]r rG


 O  – обратная матрица по Муру-

Пенроузу. 

Шаг 3. Минимизируя в среднем (23) при 

( ) 1/ ( )kW s k
Y

, найти оценки матриц B  и D . 

Шаг 4. Выполнить денормировку: 

                       midA A , 

                      
mid

C C . 

Конец алгоритма. 

Обоснование алгоритма идентификации 

 Одно из принципиальных отличий этого алгоритма от 

предыдущего состоит в использовании процедуры орто-

гонализации.  

Процедура ортогонализации 

Матрицы данных Y  и U  в (12) зависят от полиноми-

ального базиса  

           1 2 1, ,..., ,n n r rs s s s . (46) 

Сконструируем базисы, ортогональные (46) [0] , 

    1 2 1( ), ( ),..., ( ), ( )n n r rp s p s p s p s  (47) 

      1 2 1( ), ( ),..., ( ), ( )n n r rq s q s q s q s , (48) 

такие, что в базисе (47) существует матрица Y , а в бази-

се (48) – матрица U , удовлетворяющие следующим со-

отношениям ортогональности: 

             H HRe , Rer rI I    Y Y U U . 

Рассмотрим матрицу  

               
T

re T re T
U YZ , 

которая обладает следующим свойством: 

                    
1T

T
1

r

r

I C

C I
 

 
 
 
 

Z Z . (49) 

При этом, (49) имеет в результирующем базисе мини-

мальное число обусловленности  Tcond  Z Z . Таким об-

разом, матрица Z  также имеет наилучшую обусловлен-

ность в базисах (47) и (48). 

Известно [0], что матрицы  HRe YY , HRe UU  за-

даются внешними произведениями векторов 
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     H 2

1

Re ( ), ( ) Re ( ) ( ) ( )
F

k k
k

x s y s x s y s Y k
Y

YY , (50) 

         2H

1

Re ( ), ( ) Re ( ) ( ) ( )
F

k k
k

x s y s x s y s U k



 
   

 
 
U

UU , (51) 

что можно использовать для вычисления базисов (47) и (48), 

например, с помощью процедуры ортогонализации Грама-

Шмидта [0]. Эта процедура может быть представлена та-

ким образом. 

1. Инициализируем начальные данные: 

       

0 1

1

0

1 2 0

2

1
( ) , ||1||,

( )
( ) , || ( )|| .

p s

sp s
p s sp s







 

 

 (52) 

2. Выполним рекурсию от  до : 

     (53) 

где . Результирующий полиномиаль-

ный базис имеет следующее свойство: 

           (54) 

(здесь  – символ Кронекера), т.е. является ортого-

нальным.  

3. Определим далее вектор 

 (55) 

и создадим матрицу 

     . (56) 

При этом, используя свойство ортогональности (54), 

можно показать, что выполняется равенство 

            . (57) 

Выполняя вычисления по пунктам 1 – 3 для полиноми-

ального базиса (48), получим вектор 

, (58) 

и матрицу 

    , (59) 

где . 

Ортогонализация уравнений модели 

Из процедуры ортогонализации следует, что ортого-

нальные полиномиальные базисы (47), (48) преобразуют 

исходный базис (46) с помощью нижнетреугольных мат-

риц  и : 

. (60) 

Используя (56) и (59), применим преобразования (60) 

соответственно к (13), (14). В результате получим 

           , (61) 

         . (62) 

Применяя (61), (62) к уравнению (24), с учетом 

 получим 

. 

и далее 

       . (63) 

Сформируем ортогональный проектор  подобно 

тому, как это сделано в разделе 2 (см. (26)), 

      . (64) 

Умножая справа на уравнение (63) на проектор (64), 

получим преобразованное уравнение 

            , (65) 

где . На основе соответствующих поло-

жений из доказательства алгоритма 1 и формулы (56), 

приходим к выводу, что  последовательность матриц 

 сходится к пределу 

      . (66) 

Таким образом,  оценивается также, как в 

алгоритме 1, т.е. из факторизации 

               

получаем 

                . 

Обобщение свойства сдвига 

Поскольку  (см. (63)) и  (см. со-

отношения (61)), то строки матриц  и  могут быть 

получены соответственно из строк матриц  и  путем 

одинаковых линейных комбинаций 

               , (67) 

              . (68) 

Модификация процедуры ортогонализации Грама-

Шмидта применительно к вычислению  дает следую-

щий вычислительный процесс. 

1. Инициализируем начальные данные: 

 , (69) 

где  

     

и  

   . 

2. Выполним рекурсию от  до  

. (70) 

Используя определение (50), получаем 
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Abstract. Algorithms for identification of the linear model 

power system in the state space in the form of discrete and con-

tinuous systems for cases with single and multiple inputs and one 

multiple output. The necessary conditions are a priori identifia-

bility properties of controllability and observability. Results re-

cursive criteria for checking the conditions of controllability and 

observability. The work is illustrated by a practical example of 

the identification of the 25-machine power system.    

Keywords: electric power systems, controllability, 

observability, identification, state space, system of monitoring 
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